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Introduccion

INTRODUCCION

No todos los subconjuntos del plano “que pueden ser representados a través de
una linea” son grafo de alguna funcién real de variable real, asi como tampoco, la
forma usual de describir el plano como el producto cartesiano R*=R x R es la tinica
posible.

Vamos a dedicar unas paginas, a estudiar como el potencial de la herramienta del
calculo diferencial no se limita al modelo cartesiano usual del plano ni a la forma de
describir estos subconjuntos “formados por lineas” dentro de é1.

Empezaremos nuestro estudio presentando de modo somero, una de entre las di-
ferentes alternativas de descripcion del plano, la mas utilizada después del modelo
cartesiano: las coordenadas polares del plano, y una de entre las diferentes alternativas
para describir estos subconjuntos de lineas planas: las ecuaciones paramétricas.

Hablaremos también de lineas planas en sus coordenadas polares, aunque vere-
mos que realmente las podemos interpretar como curvas en ecuaciones paramétricas.

Descubriremos a lo largo del texto, como la descripcion de estas lineas como
curvas regulares planas engloba a todas las demas descripciones. A partir de aqui, estu-
diaremos si los conceptos y el estudio clasico para representar los grafos de funciones
reales de variable real pueden ser generalizados para todas las curvas regulares planas.
Clésicamente el estudio de la representacion de estas curvas regulares planas no se
hace desde esta perspectiva, sino que lleva su propia metodologia.

Terminaremos aplicando todo lo aprendido para representar algunas curvas cla-

sicas. Algunas de ellas tratadas desde la antigiiedad y algunas otras mas recientes,
asociadas a algin problema fisico también conocido.
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Capitulo 1. Coordenadas polares en el plano

1. Coordenadas polares en el plano

Aunque mas adelante intentaremos dar una interpretacion geométrica, vamos a iniciar nuestro
estudio enunciando el siguiente resultado:

Teorema 1.1 La correspondencia definida de la siguiente manera:
Y: (0, +0) X [0,21) —» R? — {(0,0)}
(0,8) = Y(p,6) = (p cosb, p sent)
es una aplicacion biyectiva.

Demostracion:
pcosd ER

Observemos en principio que si: (p,0) € (0, +) X [0, 27) = {p senf €ER =

= Y(p,0) = (p cos, p send) € R2.

Pero ademas, si ocurriera que: Y (p,08) = (p cosO, p sen8) = (0,0) =

3
pcosd =0 cosfd =0 0 E{E,_’T} 31
= y = y = }2] 2 :>9€{E,7}n{0,7r}=(2)
psend =0 senf =0 0 € {0,m}

Algo que evidentemente es imposible.

Por tanto Y(p,8) € R%, P(p,0) # (0,0),i.e., Y(p,0) € R?> — {(0,0)}

También:

Si (1,0),(0, 00 €O+ x 0,20, (n0)= (00 = {0 =P >

= (p cosh, p send) = (p'cosd’,p'send’) =
=>Y(p,0) =yY(p’,0")

Luego 1 es una aplicacion que queda bien definida.

R {p cosd = p'cost’
p senf = p'send’

Tomemos ahora: (p, ), (p’,8") € (0,+) X [0,21) y supongamos que:
Y(p,0) =Y(p’,0"). Entonces tendremos:
Y(p,0) = (p cosh, p senB) = (p'cosh’, p’'send") =Y (p’,0") =
p cos® = p'cos6’
p senf = p’sen@'} =
De un lado:
p?cos?0 = (p")?cos?6’
p2sen?8 = (p')? sen?d’
p%(cos?6 + sen?0) = (p")?(cos?0’ + sen?0’) = p? = (p')? =
= |p|l=|p'| = p=p' porser ambos positivos
Y conocido este hecho, de otro lado:
p cost = P'COSG'} _, cosf = cosf'
p senf = p'send’ senf = senf’

} = p? cos?0 + p? sen?8 = (p')%cos?0’ + (p')%sen?d’ =

} = cos0'senf = cosO send’' =

= senf cosf' —cosf@sen8' =0=> 0<6 <21 0<6<2m

sen(0—60)=0) sen(@6—-0)=0
= =
0<6'<2m —2m<—-60'<0

15



Coordenadas polares en el plano. Representacion de curvas en ecuaciones paramétricas

N _ 60—-0"=-m 6 0=0+m
_;eni&e—_ee)lzg }: . 6—6’=0}$ 6 0 =0 }
i T 0-0=n) 660 =0-n
Tenemos asi:
si (p,0),(p',0") € (0,+) X [0,2m) y ¥(p,0) = (p’,0")
N { p =p' yademas ocurre:

DO =0+m ()0 =6, of(i)o =0-n

(i) si ocurriera: (p,0),(p’,8") € (0,+x) x [0,2m), Y(p,0) =y (p',0"),
p=p'y0 =0+m

Entonces:
Y(p,0) =Y (p',0") = (p cosh, p send) = (p cos(0 + m), p sen(6 + n')) =
p cos® = p cos(8 + m) c0s8 = cosO cosmt — senf sent __ cosO = —cos@
psenf =psen(6+m)  senb = sen6 cosw + cosd sent ~ senf = —senf

2cos6 =0 cosf =0
2senf =0 senf =0

=>Y(p,0) = (0,0) (=)

(i) siocurriera: (p,0),(p',8") € (0,4+) x [0,21), Y(p,0) =Y(p',6"),
p=p'y8 =0-m

Entonces:
Y(p,0) =Y (p',0") = (p cosh, p send) = (p cos(6 —m), p sen(6 — n')) =>
p cosd = pcos(6 —m) _ cosO = cosB cosw + send senwt __ cos@ = —cosh
psenf =psen(f —m) senB = senf cosm — cosf sent  senf = —senf

2cos6 =0 cosf =0 _
25enf =0 senf =0 ¥(p,6) = (0,0) (=)

De todo lo anterior deducimos que solo puede darse la opcion (iii), i.e., ocurre:

!

p=p
si (p,0),(p',0") € (0,+0) x[0,2m) y Y(p,0) =9p(p',.0)=1 vy = (p,6)=(p",0")

0=0
Y en consecuencia la aplicacion ¥ es una aplicacion inyectiva.

Tomemos ahora (x,y) € R? — {(0,0)} arbitrario. Tenemos para tal (x,y) las siguientes
opciones:
1. (x,y) esta en el semieje de abceisas positivo, i.e., x >0, y =0
(x,y) esta en el primer cuadrante, i.e., x >0, y >0
(x,v) esta en el semieje de ordenadas positivo, i.e., x =0, y >0
(x,y) esta en el segundo cuadrante, i.e., x <0, y >0
(x,y) esta en el semieje de abcisas negativo, i.e., x <0, y =0
(x,y) esta en el tercer cuadrante, i.e., x <0, y <0
(x,y) esta en el semieje de ordenadas negativo, i.e., x =0, y <0
(x,y) esta en el cuarto cuadrante, i.e., x >0, y <0

X NN R WD

Bien, pues veamos que ocurre en cada una de las situaciones:
1. Si(x,y) esta en el semieje de abcisas positivo, i.e., si x > 0, y = 0, y consideramos el

par: (p,6) con: {’g z)(;, tenemos lo siguiente:

(p,0) € (0,+) x [0,2m) y ademas:

Y(p,0) =Y(x,0) = (x cos0,x sen0) = (x,0)
Luego si (x,y) € R —{(0,0)},, x >0,y =0 =3 (p,0) € (0, +) x [0,27),
que cumple:  Y(p,0) = (x,y)

16



Capitulo 1. Coordenadas polares en el plano

2. Si (x,y) € R?—{(0,0)}, x >0, ¥y > 0, ocurre lo siguiente:

{x>0 Jx2+y2>0 VxZ+y2>0
= y d T y
y>0 Z>0 Jroe(0,= tgd ==
x ('2)" 9 x

Bien, pues consideramos entonces el par:

p=x2+y2>0
(p. ), con: 0 e ( ) tal que: tgf = X
Tendremos para él: (p, 8) € (0,+) X [0,21) y ademas:

Y(p,0) = (p cosh, p send) = (\/x2 +y2 cos0,/x? + y? senB)

Pero como:
y
tgd ==
9 X
Tendremos de un lado:

xtgh =y = xztg26=y2=>p=\/x2+y2=\/x2+x2t926=

x X
=./x2(1+tg?0) = — = | =
(1+1tg%6) = Ix] Il cosb cosQ =P cosb

Y de otro lado:

x=L=>x S>p=x2+y2=

tgo thB tg29
y
’ 1+tg%0) = | | | |
( 9°0) = tg6l.|cos? tg6 cosf tg@ cosf sen@
- sen@
Por lo que ocurre:

Y(p,0) = (p cosb sen0)=( ad cos6 Y sen6)=(x )

P p 4 cosf "sen g4

ie.,
si x>0, y>0 =3(p,0) € (0,+x) X [0,2m) que cumple: Y(p,0) = (x,v)
3. Siahora: (x,y) € R? —{(0,0)}, x =0, y > 0 y consideramos el par:
s
(0.6) = (7.3)

Tendremos: (p,0) = (y, g) € (0, +) x [0,27) y ademas:

Vs T /s
W0 =y (v.3) = (y cos (3).v sen (3 )) =09 =@y)

Luego:
si x =0, y>0 =3(p,0) € (0,+) X [0,2m) que cumple: Y(p,8) = (x,y)

4. Si (x,y) € R?—{(0,0)},, x <0, y > 0, ocurre lo siguiente:

VX2 +y2>0 VX2 +y2>0
y = n _y
;<0 H!QE(—E,O),, tga'—;

17
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Si consideramos entonces el par (p,8) con:

{p=w/xz+y2 >0
O=a+m
Tendremos:

p=+x%2+y%2>0
T T T
—E<a<0$n—z<a+n<n$5<9<n

tgh = tg(a +n) = tga =};]
i.e., tenemos que: (p,0) € (0, +o0) X [0,27) y ademas:
siendo: x <0, y>0, 6 € (gn) tenemos:
De un lado.

tg6=¥=>y=xtg9:y2=x2tg29:

=p=x2+y2=/x2 +x2tg?0 = [x2(1 + tg?h) = |x|

cosb
= )( )= ==
- cos®) ~ cosf p= cos6
Y de otro:
x =L=>x2 =>p=4x%+ +y2=
tgo thH thH
- 50 = [;oel[sal = a1 o -
tgOllcosl |tgh| Icosal IsenHI |cos€|
|cosO|
|senf| sen6 senf
Luego:
Y(p,0) = (p cosh, p senb) = (L cos6 4 sen@) = (x,y)
. P P P cosO " sen "y
ie.,

si x <0, y>0 =3(p,0) € (0,+) x [0,2r) que cumple: Y(p,H) = (x,y)

5. Si (x,y) € R? —{(0,0)}, x <0, y = 0, basta considerar ahora el par:

(prg) = (—X,T[)
para que ocurra:  (p,0) € (0,+) X [0,27) y ademas:

Y(p,0) = P(—x,m) = (—x cos(m), —x sen(n)) = (—x - (=1),—x - 0) = (x,0) = (x,y)
Luego también:
si x <0, y=0 =3 (p,0) € (0,+x) x [0,21), que cumple: Y(p,8) = (x,y)

6. Si (x,y) € R?—{(0,0)}, x <0, y <0, ocurre lo siguiente:

VX2 +y%2>0 VX2 +y%2>0
y = T y
;>0 3!&6(0,5),, tg(X:;

Consideramos en este caso el par:

(p,0) = (w/xz +y2a+ n)

Y tendremos entonces:

18



Capitulo 1. Coordenadas polares en el plano

p=+x*2+y2>0
0< <T[=> <a+ <371': <0<
a<gsn<atn< I >
tg0=tg(a+n)=tga=¥

ie, (p,0) € (0, +00) x [0,2m)
Ademas, siendo x <0, y<0, 8 € (n, 3771) ocurre lo siguiente:

De un lado:
tg@:% s>y=xtgh = y*=x’tg?0 =
=p=x2+y2 =/x2 +x2tg20 = \[x2(1 + tg26) = |x| =
|cosO|
(%) 1 X X
- (—cos8) ~ cos6 p= cosf
Y de otro lado:
2

y y y

t 0 = — = — 2 =

g x=>x tg9=>x thH:'
S>p=4x24+y?= y2+ 2= Y 1+t 29)=|L L
p 4 tg?6 Y tg?o g tgf||coso|
B S G B S G D NN AN
[tg6||cos6| |senb||cos@| (—senf) send P = Send
|cosO|
Por tanto: (p, 8) € (0,+) X [0,27) y ademas:
Y(p,8) = (p cosh, p send) = (cose cos#, p sen@) (x,v)
ie.,
si x <0, y<0=3(p,0) € (0,+) x [0,2m), que cumple: Y (p,8) = (x,y)
7. Si (x,¥) € R2—{(0,0)}, x =0, y <0 y consideramos el par:
3
0) =(-y,—

(p,6) ( e )

Tendremos:
3T
(0,0) = <—y, 7) € (0, +00) X [0,2)

Y ademas:

Y(p,0) =1 (‘}’;37”) = (—y cos( >

Luego:
si x=0, y<0=3(p,0) € (0,+) x[0,21), que cumple: PY(p,0) = (x,y)

8. Por ultimo, si (x,y) € R? — {(0,0)}, x > 0, ¥ < 0, ocurre lo siguiente:
VX2 +y2>0 VX2 +y2>0
y = T Yy
;<0 E”CZE(—E,O),, tga—;

Bien, pues vamos a considerar entonces el par:
(p,6) = (\/m,a + 27‘[)

19



Coordenadas polares en el plano. Representacion de curvas en ecuaciones paramétricas

Tenemos entonces:
p=+x2+y2>0

T 3
—E<a<0:7<a+2n=6<2n

tgh =tg(a + 2m) = tga = %
ie.,
(p,0) = (\/xz +y2,a+ 271') € (0, +) x [0,27)

Y ademas, de un lado:

2
senf 5 g Sen 6

S>yéi=x

tg9=£=>y=xtg6 S>y=x

— >
cosf cos?0

sen?0 x2c0s2%60 + x%sen?0 x2
= =1[ 2 = 2 2 = = =
P Aty \/x tx cos2%0 \/ cos20 \}cosze
_ | x o Ixlx
" lcos8! T |cosB| T coso
ie.,
X
p= cos6
Y de otro lado:
y y y cosf cos?0
tgh == = = = 2 —y2
o=y =X tgl X = Tsend =Y Sene
cos?0 y? cos?6 + y? sen?0 y?
=,/ 2 + 2 = 2 + 2 = = =
P Ty V" senzg Y \] sen?0 sen?0
A D L e SR
Isend! ~ |senf| ~ —senf ~ sen6
ie.,
__Y
p senf

Por lo que tenemos que:

x
Y(p,0) = (p cosh,p senf) = (cose Cosg'sen(-)

senH) =(xy)

Luego:
si x>0, y<0 =3(p,0) € (0,+x) x [0,27), que cumple: Y(p,0) = (x,y)

Vemos, con todo lo anterior que esté donde esté (x,y) € R? — {(0,0)}, siempre logramos
encontrar: (p,0) € (0,4+) X [0,27) que cumple que:
Y(p,6) = (x,y)
Y por tanto la funcién 1 también es sobreyectiva.
Este hecho unido a todos los anteriores, permiten concluir que la aplicaciéon i es una
aplicacion biyectiva. Asi queda probado el resultado.
c.s.q.d.

Este resultado garantiza que tenga sentido la siguiente definicion:

Definicién 1.2 Dado (x,y) € R? —{(0,0)}, llamamos coordenadas polares del punto (x,y)
al Ginico par (p, 8) € (0, +o0) X [0,27) tal que:
Y(p,0) = (x,y)

En otras palabras, llamamos coordenadas polares de (x, y), al par:

(p.0) =y~ (x,y)

20



Capitulo 1. Coordenadas polares en el plano

En esta situacion, i.e., si (p,#) son las coordenadas polares del punto (x,y) € R? — {(0,0)},
entonces:

p > 0 recibe el nombre de “radio polar” del punto (x, y) 6 “distancia radial”

0 € [0,2m) recibe el nombre de “argumento” del punto (x, y) 6 “angulo polar”

La forma de determinar las coordenadas polares de un punto
(x,y) € R? — {(0,0)} ha quedado descrita al estudiar la sobreyectividad de la aplicacién

Geométricamente, si por ejemplo (x,y) € R? — {(0,0)}, x > 0, ¥ > 0, i.e., si estd situado en
el primer cuadrante, hemos determinado en el teorema, como su antecedente (p, 8) venia dado
por:
p=+x?+y?
i3 . Yy
6 e (O'E) es el Gnico angulo que cumple: tgh = o

i.e., p es la distancia del punto (x,y) al origen de

xy) coordenadas (0,0)

1 Y 6 es el angulo que forma el vector de coordenadas
(x,y) con el semieje de abcisas positivo, pues este es el
unico angulo del primer cuadrante cuya tangente

L 8 es:

*
DIR[DIR
R

Las coordenadas polares (p,8) de un punto (x,y) € RZ — {(0,0)} que esté en el primer

cuadrante, vienen dadas pues, por:

Distancia del punto (x,y) al origen de coordenadas (radio polar p)

Angulo que forma el vector de coordenadas (x, y) con el semieje de abcisas positivo
(argumento 6)

No es dificil comprobar, como para los puntos (x,y) € R? — {(0,0)} situados en los demas
cuadrantes del plano 6 sobre los semiejes, seguimos teniendo la misma interpretacion.
Hemos visto la de un punto que corresponde al caso 2 de los estudiados en el teorema.
Intentemos hacerlo para todos los demas casos:

1. Si (x,y) € R? = {(0,0)}, x >0, y = 0. Veiamos en el resultado como su antecedente
venia dado por el par: (p, 8) = (x,0)

Y desde luego:
p = x marca la distancia de (x,y) a (0,0)
0 = 0 es el angulo que forma (x, y) con el semieje de abcisas

positivo.

. vl

3. Si(x,y) € RZ—{(0,0)}, x =0, y > 0, su antecedente viene dado por:
T
(P, 9) = (y' E)

21



Coordenadas polares en el plano. Representacion de curvas en ecuaciones paramétricas

Loy Y sin duda:

p =y es ladistancia de (0,y) a (0,0)

0= ”/2 es el angulo que forma (0, y) con el semieje de
abcisas positivo

niz

4.5i (x,y) € RZ —{(0,0)}, x <0, y > 0, su antecedente viene dado por el par:

(p,0) = (\/xz +v2a+ 7T)

Siendo « el unico angulo entre —”/2 y 0 que cumple:

a2
9 X —X

Tal angulo a es, como se muestra en la figura, el
angulo que forma el vector de coordenadas (—x, —y)
con el semieje de abceisas positivo (medido en sentido

J - negativo, i.e., en el sentido contrario a las agujas del
L ol b reloj).
{5 Si tomamos el simétrico del punto (—x, —y) respecto
2 del origen de coordenadas, obtenemos el punto (x, y),
y l X, y) y si notamos por 8 al angulo que forma el vector de

coordenadas (x,y) con el semieje de abcisas positivo,
la relacion que se establece entre @ y 8 es, como se aprecia en la figura: 8 — a = m. Por
tanto, 0, el angulo que forma el vector de coordenadas (x, y) con el semieje de abcisas positivo
tendrd amplitud: 6 = a + . Nuevamente ocurre, como vemos, que:
p = /%% + y? es la distancia del punto (x, y) al origen.
0 = a + m es el angulo que forma el vector (x, y) con el semieje de abcisas positivo.

5.5i (x,y) € R? —{(0,0)}, x <0, y =0, el antecedente de (x, y) viene dado por el par:

(p,6) = (—x,m).
Y sin duda:
p = —x es ladistancia de (x,y) a (0,0)
6 = 1 es el angulo que forma el vector (x,y) con el
- 9 semieje de abcisas positivo.

6.5i (x,y) € R?—{(0,0)}, x <0, y <0, suantecedente viene dado por:

(p,0) = (w/xz + vy a+ 7T)
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Siendo a € (O, ”/2) el tnico angulo que cumple:

y_—y
t = —=—
gl)="=—"
(. =)
p Tal angulo @ € (0, ”/2) no es otro que el angulo
P que forma el vector de coordenadas (—x, —y) con

el semieje de abcisas positivo. Siendo ademas el
punto (x, y) el punto simétrico de (—x, —y)
respecto del origen, ocurre que @ es el angulo que
forma el semieje de abcisas negativo con el vector
de coordenadas (x, y).

Por tanto 6 = a + 7 vuelve a ser el angulo que forma el vector (x, y) con el semieje de abcisas
positivo.

Y p =/x? + y? sigue siendo, sin duda, la distancia del punto (x, y) al origen de coordenadas
(0,0)

« (X ¥)

7.5i (x,¥) € R> —={(0,0)}, x =0, y < 0, su antecedente era:

(p.0) = (—y, 3;)

Y no cabe duda de que:
p =—y >0 es ladistancia del punto (x, y) al origen de
coordenadas.

| 0= 37T/ o es el angulo que forma el vector de
coordenadas (x,y) con el semieje de abcisas positivo.

o (0, %)

8.5i (x,y) € R? —{(0,0)}, x > 0, y < 0, su antecedente venia dado por:

(p,0) = (w/xz +v2,a+ 2n)

Siendo «a el Gnico angulo entre — "/2 y 0 que cumple que:

y
tg(a) = o
Este angulo segtin la grafica no es otro que el angulo
que forma el semieje de abcisas positivo con el
vector de coordenadas (x, y) medido en sentido
negativo, i.e., en el sentido de las agujas del reloj.
— 0 = a + 27 no sera otro angulo entonces, que el que
‘ forma el vector (x,y) con el semieje de abcisas
™ (X, y) positivo tomado en sentido positivo (i.e: en sentido
contrario a las agujas del reloj)

Y p =+/x?% + y? sigue siendo la distancia del punto
(x,y) al origen de coordenadas.

Sea cual sea pues, la posicién de (x,y) € R? — {(0,0)} en el plano, sus coordenadas polares
(p,8) = Y~1(x,y) pueden ser interpretadas como:
p = distancia de (x,y) al origen (0,0)
6 = angulo que forma el vector (x,y) con el semieje de abcisas positivo
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Podemos concluir de todo lo anterior:
e Paracada punto (x,y) del plano distinto del origen, podemos encontrar unas unicas
coordenadas polares (p, 8) € (0,+) X [0,2) que lo describen.
e Y reciprocamente, dado (p, 8) € (0,+) % [0,27), existe un Gnico punto (x,y) del
plano, distinto del origen, cuyas coordenadas polares son exactamente (p, 6)

Definicién 1.3:  Sea:
f:Ac[0,2nr) SR - (0,+)
6 - f(6)
una funcion definida en A € [0,27). Llamamos grafo 6 grafica de f en coordenadas
polares, y lo notamos: grafy,,(f) al conjunto:

grafpe(f) ={(f(6),0), 6€Ac][02m)}

Observaciones:
1. No cabe duda, a la vista de la definicion, de que la grafica de cualquier funcion f en
coordenadas polares, es un subconjunto de
(0, +) x [0,27)
ie.,
grafpol(f) € (0,+00) x [0,2m)

2. Siendo para cada funcion f en estas condiciones, su grafica en coordenadas polares un
subconjunto de (0, +0) X [0,27), i.e., ocurriendo:
grafpo(f) € (0,+00) x [0,2m)
serd: P (grafpol(f)) un subconjunto de 1/)((0, +00) X [O,Zn))
Luego la grafica de una funcion f en coordenadas polares tiene una representacion en
coordenadas rectangulares en R? — {(0,0)}. Tal representacion no sera otra que:

Y (grafpa()) = w{(f(6),0), 6€AC[02m)}) =

={Y(f(6),0), 6e€Ac[02n)}=
={(f(0) cosO, f(0) send), 6 €Ac[0,2n)}
Vamos a ver ahora, a modo de ejemplo algunas graficas clasicas de funciones en coordenadas
polares.

Ejemplos:

1. Si reR, r>0.Lafuncion:
f:10,2m) - (0,+c0)
0-fO)=r
Tiene por grafica en coordenadas polares, al conjunto:
grafpa(f) ={(f(0),0), 0€[02m)}={(r0), 6€[02m)}
Cuya representacion en coordenadas cartesianas, en R? — {(0,0)} sera:
¥ (grafoa(h) =G, 0), 6 €[02m)) =
={yY(r,0), 6 € [0,2m)} = {(r cosB,r senh), 0 € [0,2m)}

Este conjunto representa en R? — {(0,0)} a la circunferencia centrada en el origen de
coordenadas y de radio > 0.
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17 1

(reos{—), rsen(—))
9 92

{reos(IT), rsen(IT))

El poder tomar esta circunferencia como grafo de una funcion, aunque sea un grafo en
coordenadas polares, ya supone (al menos para este caso concreto) una ventaja frente a los
grafos en coordenadas cartesianas. No podemos encontrar en coordenadas cartesianas una
funcién cuyo grafo sea esta circunferencia. Y no podemos hacerlo por razones evidentes
mirando la propia grafica.

Si encontraramos una funcion real de variable real g cuya grafica fuera nuestra circunferencia
C ((0,0), r) tendriamos lo siguiente:

{ ©nec(©or) _ { (0,7) € graf(g)
0,-1) € ¢((0,0),7) (0,—7) € graf(g)

De un lado: 0 € Dom(g), y de otro: g(0) =r y g(0) = —r. Hecho que contradice el que g
sea una funcion.

Por tanto no podemos encontrar una funcion real de variable real en coordenadas cartesianas
cuyo grafo sea la circunferencia C ((0,0), r).

2. La funcion definida en la forma:
f:(0,2m) < [0,2m) — (0, +0)
6-f(OB)=0
Tiene como grafo en coordenadas polares:
grafpa(f) ={(f(6),6), 6€(02m)}={(6,0), 6 € (02m)}
Cuya representacion en coordenadas cartesianas sera:
{(0 cosb, 0 senb), 0 € (0,2m)} € R? — {(0,0)}

Este grafo en coordenadas polares, recibe el nombre de “espiral de Arquimedes” y describe a
todos los puntos de (—27, 2m) X (—2m, 27) cuya distancia al origen coincide con el angulo que
forma su radio vector con el semieje de abcisas positivo.
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3. La funcién definida en la forma:
f-[oz)u(3—n 5—n)u(7—n 2 )—»(0 +00)
) ) S ’
0 — f(8) = V2 a+/cos(20)

con a € R, a > 0. Esuna funcién que queda bien definida, pues:

T T s

si 6 € [O,Z):»0SQ<Z:>0329<E:>cos(29)>0:>f(9)>0

3 57t> 3n 5t

<6< 37 <
2 2)° 22 2

cos(26)>0=f(6)>0
7 71 7
Si GE(T,2n>:T<9<2n:¢7<29<4n =
= cos(20) >0 = f(6)>0

Y que tiene ademas por grafo en coordenadas polares al conjunto:

grefuaN={G@.0,  ecfol)u(T ) u (5 2n)]

siHE(

Las coordenadas cartesianas de este conjunto de puntos en coordenadas polares forman el
subconjunto de R? — {(0,0)} siguiente:
T 3m 5w 7
{(\/ﬁ a+/cos(20) cos8,V2 a/cos(260) sene), 6 € [O'Z) U (TT) U (T Zn)}
La curva que describe, recibe el nombre de “Lemniscata de Bernoulli”, y presenta la siguiente
apariencia:
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-5

-2

-3

4. La funcion definida en la forma:
f:10,2m) — {mr} < [0,2m) — (0, +o0)
0 - f(0) =a(1+ cosH)
siendo a € R, a > 0. Queda bien definida, tiene por grafo en coordenadas polares:
grafa(f) = {(f(6),6), 6 €[02n)—{n}}=
= {(a(l + cos6),0), 6 €[0,2m) — {n}}
Conjunto de coordenadas polares, que tiene como representacion en coordenadas cartesianas:
{(a(1 + cosB)cosh, a(1 + cosh) send), 6 € [0,2n) — {n}}
El subconjunto que origina en R? recibe el nombre de “cardioide”.
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2. Curvas planas en ecuaciones paramétricas

Vemos, a través de los ejemplos precedentes, como no todos los subconjuntos de R?
formados por “lineas” vienen determinados por grafos de funciones reales de variable real.

El caso de la circunferencia, que nos hemos detenido a examinar, es un buen ejemplo, aunque
realmente ninguna de las 4 graficas citadas y construidas anteriormente pueden expresarse como
grafos de funciones reales de variable real, por idénticas razones a las expuestas para la
circunferencia.

Si nos fijamos, el proceso seguido en estos ejemplos, desemboca en subconjuntos del plano de
la forma:

{(f(8)cosH, f(8)send), 6 € Ac[0,2m)} € R? — {(0,0)}
i.e., en subconjuntos del plano descritos por un parametro 8 que asociamos a un angulo.

Nos puede hacer pensar esto, que podemos describir “lineas” en el plano siguiendo este
modelo, i.e., subconjuntos de puntos de R? descritos por un parametro, pero sin la rigidez de
que este parametro sea necesariamente un angulo, 6 de que las componentes de cada punto
tengan entre ellas ningun tipo de relacion, salvo que sean ambas funciones en la misma variable
(el parametro escogido), y a las que podriamos pedir un minimo de regularidad.

Bien, pues de esta forma es como vamos a describir algunos tipos de subconjuntos del plano
formados por lineas. Vamos a empezar, no obstante, viendo una definicion previa.

Definicién 2.1 Sea k €N, y f una funcién:
ffACR - R
Decimos que la funcion f es de clase k en el conjunto 4, 6 que f es
k —veces continuamente diferenciable en el conjunto A4, si f es k — veces diferenciable en A y
la derivada de orden k de f, f*) es continua en A.
Al conjunto de todas las funciones de clase k en el conjunto 4, lo notamos por: C*¥(4), i.e:

Ck(A) ={f:A>R,  fesk—vecesdiferenciableenAy f* es continua en A}
Estamos ahora ya en condiciones de dar la siguiente definicion:

Definicion 2.2 Una curva regular plana es una aplicacion:
a:(a,b) € R —» R?
t = a(t) = (a1 (0), @z (1))

cona € RU{—}, b€ RU {+w}, que verifica:

1. ay,a, €CYa,b)

2. a'(t) = (a’l(t),a’z(t)) # (0,0), Vt € (a,b)
La variable t se denomina parametro de la curva a. Al conjunto:

a(a, b) = {a(t), te(ab)}= {(al(t), a, (t)), t € (a, b)}

lo llamaremos traza de la curva a, y lo notaremos: traz(a), i.e.,

traz(a) = {(al(t), a, (t)), t € (a, b)}
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Observaciones:

1. Hay que observar en primer lugar que lo que recibe el nombre de curva es realmente la
aplicacién a, y no el subconjunto que su imagen determina en el plano R?. Es importante
remarcar este hecho, por la siguiente observacion que vamos a hacer:

2. Consideremos por ejemplo las funciones:

a:(03) SR - R
t—-a(t) =(tt)

B:(-30)SR - R
t-p@) = (-t -t

Ocurre, que tanto @ como f§ son curvas regulares planas, pues:
ay, a; € €1(0,3), B1, B, € C*(=3,0)
a'(t) =(1,1) # (0,0),vt € (0,3), B'(t) =(—1,-1) # (0,0),vt € (-3,0)

También es evidente que « y [ son funciones distintas, pues por ejemplo, tienen distinto
dominio, y por tanto son curvas distintas.
Sin embargo:
Si (x,y) € traz(a) = (x,y) = (t,t) con t € (0,3) =
= (x,y) = (—(—t), —(—t)), con (—t) € (—3,0) = (x,y) € traz(B)
ie, traz(a) < traz(B)
Y reciprocamente:
Si (x,y) € traz(B) = (x,y) = (—t,—t), con t € (—3,0) >
= (x,y) = (=t —t), con (—t) € (0,3) = (x,y) € traz(a)
ie., traz(B) c traz(a)
Y de las dos inclusiones: traz(a) = traz(f)
Vemos de esta manera como puede ocurrir que curvas distintas tengan la misma traza, i.e: que

curvas distintas tengan como imagen el mismo subconjunto del plano RZ.

' 3 3 % P2 a1 o 1 2 3 2
a(t)=(t,t) 0<t<3 Bl=(t-) -3<t<0

3. Esto no ocurria con las funciones reales de variable real y sus grafos, en el sentido de que si
dos funciones reales de variable real son distintas, obligatoriamente han de tener distintos

grafos.
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Si f, g son funciones reales de variable real distintas, entonces puede ocurrir:
Que tengan distintos dominios, 6 que tengan el mismo dominio.
Si tienen distintos dominios, i.e: si Dom(f) # Dom(g), entonces ha de haber un punto en uno
de los dominios que no esté en el otro, supongamos por ejemplo: 3 x € Dom(f),
x € Dom(g).
Entonces: (x, f (x)) € graf (f), pero evidentemente:
(x, f(x)) & graf(g)
Y si ocurre que son funciones distintas, pero que tienen el mismo dominio, ha de ocurrir
entonces que: 3 x € Dom(f) = Dom(g)
tal que f(x) # g(x).Y en este caso, por ser f y g funciones, se tiene: (x,f(x)) € graf(f)
pero (x,f(x)) € graf(g)
En cualquier caso como vemos:

Sif#g = graf(f) #graf(g)
6 lo que es equivalente, si f, g son dos funciones reales de variable real, entonces:

Si graf(f)=graf(g) = f=yg
Y desde luego también es cierto que:

Si f=g = graf(f) = graf(g)

f=g o graf(f) =graf(g)

Por tanto, se cumple:

Esta es la razon de que tratando con funciones reales de variable real nos hayamos permitido la
licencia de utilizar la palabra “curva” para referirnos indistintamente a una funcién real de
variable real 6 a su grafo. A partir de ahora, y en este contexto nuevo, como hemos visto no
podemos hacer tal identificacion.

Hechas estas observaciones, veamos algunos ejemplos clasicos de curvas regulares planas.

Ejemplos:

1. Laaplicacion:
a: (02n) € R - R?
t > a(t) = (a;(t), ay(t)) = (¢t — sent, 1 — cost)
verifica lo siguiente:
@, € C1(0,2m) por algebra de derivadas y por algebra de funciones continuas.
a, € C*(0,2m) por las mismas razones.
Ademés Vt € (0,2m), a'(t) = (a'1(t),a'»(t)) = (1 — cost, sent)
Y ocurre: Vt € (0,2m), cos(t)<1= Vte (0,2m), 1—cos(t)>0
Por tanto: Vt € (0,2m), 1—cos(t) #0 = Vt € (0,2rm), a'(t)# (0,0)
Es, en consecuencia la aplicacion @ una curva regular plana.
Se conoce clasicamente a esta curva con el nombre de “cicloide”
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-2 1 0 1 2 3 4 5 B 7

-2 1

2. Dadoa € R, a # 0, laaplicacion:
a: (—2m,2m) - R

t—-a(t) = <t, a cosh (2))

@, € C1(=2m,2m) por ser una funciéon polindmica.

verifica lo siguiente:

La funcion a,(t) = a cosh (2) es una funcion diferenciable en (—2m, 21) y

t\ 1 t
Vte(—2m2m), a',(t) =asenh (—) — = senh (—)
al a a

Funcion que es continua en (—27, 2r). Luego también: a, € C1(—2m, 21)
Ademas: Vte (—2m2m), a'1(t)=1+0
Por tanto:

t
vte(—2m2m),  d(6) = (d1(0), a5 (1) = <1,senh (E)) % (0,0)

Es, en consecuencia ¢ una curva regular plana, que recibe el nombre de “catenaria”, y que

para el caso concreto en que a = 3, tiene por traza:

T4
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Conocemos, con esta ultima, tres formas de “generar graficas” en el plano cartesiano R?:
(i) como grafos de funciones reales de variable real, (ii) como la representacion cartesiana de
graficas de funciones en coordenadas polares y (iii) como trazas de curvas regulares planas en
ecuaciones paramétricas. Quizas deberiamos detenernos y plantearnos si existe algun tipo de
relacion entre estas descripciones. Esto es precisamente lo que vamos a hacer a continuacion.

Proposicién 2.3. Sean a,b € R, a < b, f una funcion definida en (a, b)
fi(ab)cR - R
x = f(x)
Y supongamos que f € C1(a, b). Entonces existe:
a:(c,d) € R - R?
t = a(®) = (a0, (1)
una curva regular plana, que cumple:
traz(a) = graf (f)
Demostracion:
Tomemos a,b ER, a< b, y
fi(a,b) » R
x = f(x)
una funcién definida en (a, b), declase 1, f € C(a, b)
Y vamos a considerar en estas condiciones la correspondencia:
a:(a,b) » R?
t>a®)=(tf®)
Sin duda:
te(a,b) SR

site(a,b):{ 3 f(t) ER

= (t,f(t)) € R? = a(t) € R?

Ademas:

si t,s € (a,b), t=s = fO)=f()=>(tf®)=(sf(s))=a) =als)
Luego a es realmente una funcion que queda bien definida en (a, b)
También ocurre lo siguiente:

La funcion:
a;:(a,b) > R
toa(t)=t
es sin duda una funcién de clase 1 en (a,b), i.e., a; € C'(a, b)
Por hipétesis, es: f € C'(a, b), y por tanto: a, = f € C*(a, b)
Luego: ay,a, € C1(a,b)
Y como: a'4(t) =1, Vte (ab) =a'(t)=(a1(),a,@®)=(1f1®)=*(0,0)
vte (ab)
En consecuencia la funcién a es una curva regular plana.
Pero ademas:
traz(a) = a(a, b) = {a(t), te(a,b)}=

={(e:(0, 02 (M), te@h}={(tf®), te(ab}=graf(f)
Dada por tanto f € C1(a, b), existe a:(a,b) — R? una curva regular plana, que cumple:
traz(a) = graf(f)

c.s.q.d.
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La lectura del resultado anterior no deja lugar a dudas:

Los grafos de las funciones f € C1(a, b) son trazas de curvas regulares planas definidas en
(a, b).

El reciproco sin embargo, no es cierto, basta considerar por ejemplo la funcion:
a:(0,3) SR - R?
t-a(t) =(21)
Para la que ocurre:
ay,a, € €1(0,3) sin duda. También: a’,(t) =1, V t € (0,3) y por tanto:
a'(t) = (a'1(0),a’5(t)) # (0,0), Vte (0,3). Enconsecuencia a es una curva regular
plana.
Y sin embargo, no puede existir ninguna
funcion real de variablereal:f:AC R - R
que cumpla que: graf(f) = traz(a)

Pues de existir una tal funcion f tal que

2 graf(f) = traz(a), ocurriria para ella:
graf(f) ={(xf(x)),  x€Dom(f) }=
1 ={(2,1), t € (0,3)} = traz(a)

i.e., ocurriria por ejemplo que:

(2,1) € graf(f), y también:

(2,2) € graf (f). Entonces:

3 x € Dom(f), (x,f(x) = (2,1
dyeDbom(f), (v.f)=@22)

i.e:x =y vy sinembargo f(x) # f(y)
Y por tanto f no puede ser una funcién. (—=«)

2, f=1

X =
}:Elx,yEDom(f),yzz’ i) =2

No existe, en consecuencia ninguna funcion real de variable real f cuyo grafo coincida con la
traza de la curva regular plana a. En particular, no existird ninguna funcién de clase 1, que lo
cumpla.

Del resultado y de esta observacion concluimos por tanto:
Los grafos de funciones f € C1(a,b) son trazas de curvas regulares planas, pero podemos
encontrar trazas de curvas regulares planas que no son grafos de ninguna funcion real de
variable real de clase 1.

También lo podemos enunciar de la siguiente forma:
Toda funcién f € C*(a, b) genera una curva regular plana en ecuaciones paramétricas, pero no
toda curva regular plana proviene de una funcion f € C'(a, b).

Para las representaciones cartesianas de grafos de funciones en coordenadas polares, podemos
enunciar el siguiente resultado:
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Proposicion 2.4. Sean a,b € R, a < b. Sea:
f:(a,b) €[0,21r) - (0,+0)
6 - f(6)
Y supongamos que f € C'(a, b). Entonces, existe una curva regular plana a
a:(c,d) € R -» R?
t = a() = (& (6), 2z (1))
Tal que:
traz(a) = {(f(6)cos0, £(6) send), € (c,d)} = ¥ (grafpu(f))
Demostracion:
Tomemos a,b € R, a < b, y supongamos que:
f:(a,b) €[0,2m) = (0, +x)
6 - f(6)

es una funcion definida en (a,b) ydeclase 1 en (a,b), ie: f € C'(a,b)

Podemos considerar sin duda, la grafica de f en coordenadas polares

grafye(f) y también su representacion cartesiana: 1 (grafpol f ))
ie.,

grafpa(f) ={(f(6),0), 6 € (ab)<[0,2m)}
¥ (grafoa () = {(f(6) cos6, f(8) send), 6 € (a,b)}

Vamos a definir ahora la siguiente correspondencia:
a:(a,b) €[0,2m) » R?
0 - a(8) = (f(8) cosh, f(0) senb)
Sin duda a es una funcion que queda bien definida. Ademas:
Por algebra de derivadas, siendo f una funcion derivable en (a, b)
y las funciones seno y coseno también derivables en (a, b), tendremos que las funciones:
a,(0) =f(0) cos(0) y ay(0)=f(0)sen(d) VO € (ab), sonfunciones derivables
en (a,b). Pero también:
a'1(0) = f'(0) cosd — f(6) senb

V6 € (ab), {a’z(ﬁ) = f'(0) senf + f(0) cosb
Y por 4lgebra de funciones continuas, siendo f € C*(a, b), tendremos que tanto @’; como a’',
son funciones continuas en (a, b).
Luego: a;,a, € C1(a,b)

Si suponemos, de otro lado, que: 3 8, € (a,b) < [0,27), a'(6y) = (0,0).
Entonces:
{f’(ﬂo) cosOy — f(6y) senfy, =0

360 € (a,b) € [0.2m), f'(6y) senby + f(6,) cosfy =0

= 30, € (a,b) < [027), { f'(8y) cosfy = f(8,) senb,

f'(6y) senby + f(6,) cosb, =0

Como ademés: f(6y) # 0, tendremos:

Fey
3 6, € (a,b) < [0,2m), Fg) 050 = Sento
f'(6y) senby + f(6,) cosfy =0
, 2
= 36, € (a,b) €[0,2m), % cosfy + f(6p) cosfy, =0
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, 2 2

= Lf%ig) cosf, + 7(];(3900))) cosf, =0
(f’(90))2c0590 + (f(QO))ZCOSBO 3

” @) =02

= (f’(Go))zcoseo + (f(90))2c0590 =0=
= cos6, [(F'(60))" + (£ (80))°] = 0

Y como: (f’(@o))z + (f(@o))z > (f(@o))z > 0. Entones:

( T
==
| Yo =5
cosly =0 = 0
0 3
)
Tenemos asi:
. T, 3rn
Si 36, € (a,b) < [0,27), a'(6p)=0= 6, =50 0o ==
Ahora bien:
' (5) = £ (D) cosE — £ (5 sen’ = — (%
al(z) ]‘(2)0052 f(z)sen2 f(2)¢0
Luego:
(T
a (E)i(O,O)
Y:
, <37r)_ ,(3n> 3m (371) 3r (371) 0
alz—fzcoszfzsenz—fTJt
Luego:

o (32—”) + (0,0)

Asipues: 4 6 € (a,b) < [0,21), a'(8) = (0,0)
Por tanto: V6 € (a,b) < [0,2n), a'(6) # (0,0)
Es, en consecuencia a una curva regular plana.

Y no cabe duda por construccion, que:
traz(a) = a(a, b) = {a(6), 6 € (a,b)} = {(a1(8), a2(8)), 6 € (a,b)} =

= {(£(8) cost, £(8) sen(®)), 6 € (a,b)} =¥ (grafpur(F))
c.s.q.d.

El resultado es igual de claro que el anterior. Si:
f:(a,b) €[0,2m) - (0,+)
es una funcion de clase 1 en (a, b), entonces la representacion cartesiana del grafo de f en
coordenadas polares es también la traza de una curva regular plana.

Y debemos hacernos la misma pregunta que para el resultado anterior:
(Todas las trazas de curvas regulares planas son representaciones cartesianas de grafos de
funciones en coordenadas polares?

Bien, pues veamos un ejemplo que da respuesta a nuestra pregunta:

Tomemos la funcion:
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a:(-22) S R-> R?
t-a(t) = (t5t2+1)

Ocurre para esta funcion lo
siguiente:

Sinduda a; y a, son
funciones de clase 1 en el
intervalo (—2,2)

2 Por algebra de derivadas y por

Ademas.
vte(-22),
a'(t) =
-2 10 1 2 3 4 5 6 _ (a”1 (t).a’z(t))
-1 =(2t,2t+ 1)
De otro lado, si ocurriera que:
Aty € (—2,2),a'(ty) = (0,0)

-2

= 3ty € (—2,2), a'(ty) = (2ty, 2ty + 1) = (0,0) =

2t,=0 to=0
>3t €22, {5 01-0° 1 (oe
0 ( ) 2t0+1=0 {toz_i ( )
Luego:
Aty € (—2,2), a'(ty) = (0,0)

vte(-22), a'() = (a'1(t),a'5(t)) # (0,0)

Por tanto @ es una curva regular plana, cuya traza es sin duda:
traz(a) = a(=2,2) = {(t?,t? + t), t € (-2,2)}

Si ocurriera que la traza de nuestra curva fuera la representacion cartesiana de la grafica de
alguna funcién f € C1(a, b) en coordenadas polares.
f:(a,b) € [0,2m) = (0, +o0)
i.e., si existiera una funcién f € C(a, b) tal que:
{(f(8)cosH, f(8) senb), 0 € (a,b)} = {(t>t>+1), t € (-2,2)}

Tal funcion debe cumplir por ejemplo que:
36, € (a,b) € [0,2m), (f(By) cosby, f(6,) senby) = a(—1) = (1,0)
f(6,) cosby = 1}
=36, € (a,b) € [0,21), £(8,) senfy = 0 =

Como f(6y) >0 = senf, = 0 = obligatoriamente 6, = m.
Luego:

si 36, € (a,b) € [0,21), (f(8y) cosby, f(6,) senby) = a(—1) = (1,0)
Necesariamente, tal 8, es 0y = 7.

algebra de funciones continuas.
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Pero si 6, =m, como f(6y) cosfy=1= f(m)cost=1= f(r) =—-1
Cosa que no puede ocurrir.
Tenemos por tanto que no puede existir tal funcion f.

Encontramos de esta manera, una curva regular plana a cuya traza no es la representacion
cartesiana del grafo de ninguna funcién f de clase 1 en coordenadas polares.

Dejan claro los dos resultados anteriores y sus observaciones que, de las tres “maneras” de
generar graficas (de clase 1) en R? que conocemos, la més general es sin duda la que nos dan
las curvas regulares planas en sus ecuaciones paramétricas, que engloba a todas las demas.

Desde esta oOptica, estudiando las curvas regulares planas, estaremos estudiando en particular
los grafos de funciones de clase 1 y las representaciones cartesianas de grafos de funciones de
clase 1 en coordenadas polares.

Vamos ahora a intentar averiguar en los apartados que siguen, si el calculo diferencial nos
puede ayudar, y de qué manera en el estudio del comportamiento y representacion de las curvas
regulares planas.
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Capitulo 3. Aplicaciones del calculo diferencial al estudio de curvas regulares planas

3. Aplicaciones del calculo diferencial
al estudio de curvas regulares planas.

Tomando como modelo el estudio de representacion de grafos de funciones y la forma en la
que ayuda la herramienta del calculo diferencial, vamos a perseguir la generalizacion de estos
métodos para un conjunto mayor de graficas en el plano, las curvas regulares planas.

Es importante para este objetivo, tener una idea al menos, de cuales son las curvas regulares
planas que “provienen” de funciones reales de variable real de clase 1.

Por aqui empezaremos.

Observemos en principio lo siguiente:

En una curva regular plana
a:(a,b) € R » R?
t = a() = (. (1), a; ()

La componente a; marca la relacion existente entre el intervalo (a, b) y la proyeccion sobre el
eje 0X de la traza de a.
- Una buena relacion entre ambos,
s ‘ es indispensable por ejemplo
para que puntos distintos del
\\ — parametro t no originen puntos
% / en la traza de a con la misma
\ o proyeccion sobre el eje 0X, algo
\ — [y que anularia nuestra esperanza
B, de que la traza de « fuera el
\\\ grafo de alguna funcion f.
Parece segun esto, que “el
buen comportamiento” de la funcidén a; es algo necesario para nuestras pretensiones.
Vamos a enunciar sin mas predmbulos el siguiente resultado, que viene a confirmar nuestra
sospecha.

Teorema 3.1 Sea una curva regular plana:
a:(a,b) SR - R?
t = a() = (a1 (1), (1))
Entonces las dos condiciones siguientes son equivalentes:
1. a'4(t) #0, Vt € (a,b)
2. 3(c,d) SRy 3Af€Ccd), traz(a) = graf(f)

Demostraciéon: Tomemos una curva regular plana
a:(a,b) SR - R?
t > a(®) = (a1(1), a, (1))
1 = 2) Y supongamos que se cumple que:
Vte(ab), ai(®)#0
Este hecho tiene varias consecuencias:
En principio, y puesto que a; € C*(a, b), ocurre que a’; es una funcién continua en (a, b)
y Vte(ab), a'1(t)# 0.Esto obliga necesariamente a que:
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6 bien a'4(t) >0, vt € (a,b)

6 bien a',(t) <0, Vte(ab)
Pues de no ocurrir esto, i.e.,

si Aty t; € (a,b), to < tq, a'i(ty) a'1(t) <0

Tendriamos una funcion a’; continua en [ty,t;] € (a, b), que cambia de signo en los extremos
del intervalo y en consecuencia en virtud del teorema de Bolzano, tendriamos que
s € (ty, t1), a';1(s) = 0. Hecho que contradice nuestra hipdtesis.
Ocurre entonces obligatoriamente que:

6 bien a'41(t) > 0, Vte(ab)

6 bien a'4(t) <0, Vte(ab)

Por una consecuencia del Teorema del Valor Medio de Lagrange, tendremos ahora:
Si a'4(t) >0, Vte€ (ab) = a; es estrictamenente creciente en (a, b)

Si a'(t) <0, VtE€E (ab) = a; es estrictamente decreciente en (a, b)
Y en cualquier caso, que @, es una aplicacion inyectiva en (a, b) y biyectiva considerada sobre
a,(a,b).

Existe por tanto y tiene sentido considerarla la funcién a7 inversa de a;.
arl:a,(a,b) — (a,b)

Otra consecuencia que tiene el que a; cumpla nuestra hipodtesis, es la siguiente:
Tomemos x, € a;(a,b) y consideremos t, € (a, b), a,(ty) = xo

Tomemos:
b 6 . {to —a b - to} > 0
= min ,
£ 2 2
/ Y consideramos la funcién:
/ a to—6,tp+6] >R
o a 1 (g=61t0+8] [to 0 ]
S toa t) =a.(t
a 4 Pl — 1 |[t0—6,t0+5]( ) 1(6)

Para tal funcion ocurre lo siguiente:

a | es continua en
[to—6.tp+6]

[to —6,ty + 6]
1 ooseors S estrictamente creciente 0 estrictamente decreciente en [ty — &, to + &]
0~9%to

!
. . o
ay|, es diferenciable en t y (a1 |[t0—6,t0+6]) (to) =a'1(ty) #0

to—58,to+6]
En virtud entonces del resultado sobre la derivada de la funcion inversa, podemos asegurar que:

(a1 | [to—a,to+6]) es diferenciable en ay(ty) = xo y

((“1 | [to_a_tom)_l)’ (x0) = 1

( 1 to=5.t0+61

) (to)

ie.,

aj " es diferenciable en a; () = xo y (a1")'(x0) == o
1{to

Es por tanto a; ! una funcién diferenciable en a; (a, b) y
Vxo€ai(ab), (a1D)' (%) ==
a 1(“1 1(xo))

A la vista ademas de como queda definida (a7!)’ en ay(a, b), sitomamos x, € a4 (a, b)
tendremos:

44



Capitulo 3. Aplicaciones del calculo diferencial al estudio de curvas regulares planas

ail es continua en x, (por ser derivable en x,)
o', es continua en ay(xy)

a’l(al‘l(xo)) #0 pues a'1(t)#0, Vte (ab)

Entonces, por algebra y composicién de funciones continuas, tendremos que (a7 ')’ esuna
funcion continua en x,, y esto V xy € @4(a, b), i.e.,
(a;™)’ es una funcién continua en a, (a, b), y por tanto: (a;') € C*(a(a, b))

Por ultimo, siendo a; una funcién continua y (a, b) un conjunto conexo, tenemos por un
resultado relativo a funciones continuas definidas sobre conjuntos conexos, que a4 (a, b) es un
conjunto conexo, y por tanto, por un resultado conocido de topologia, que @;(a,b) € R esun
intervalo de la recta real.

Mas atin:
Si a; es estrictamente creciente y tomamos x, € @4 (a, b), ocurre:
3ty € (a,b), a1 (to) = xg
Como (a, b) es un conjunto abierto para la topologia métrica de R,
3§ >0, to €E(ty—6,t, +6) S (a,b) =
=>3p>0, to €E[to—ptog+p]l € (to—6,tg +6) S (a,b)
Y como a; es una funcion estrictamente creciente:
ay(to —p) < ay(ty) < ay(to+p) = a;(ty) € (0-’1 (to —p)yay (to + P))

a,(a, b) es un intervalo
De otro lado: { =
ay(to — p),as(to + p) € ay(a,b)
= (“1(t0 —pla(ty + P)) € ay(a,b)
ie, xo=a;(to) € (ay(to — p), as(to +p)) € ay(a,b)

Es por tanto, si @; es una funcion estrictamente creciente, a4 (a, b) un intervalo abierto.

Y si a; es estrictamente decreciente y tomamos x, € a4 (a, b), ocurre:
3ty € (a,b), ay(to) = xo
Como (a,b) es abierto, entonces: 38 > 0, ty € (t, — 8,to +6) € (a,b)
Y 3p>0, tg€fty—pto+p] S (ty—6,ty+6) S (ab)
Como a; es estrictamente decreciente en (a, b):
ay(to — p) > ai(to) > ai(ty + p)
ie:  ay(to) € (ay(to + p), ay(to — p))
ai(a,b) esunintervalo }
a;(to + p), ar(to — p) € a;(a, b)
= (“1(% +p), a(to — P)) € as(a, b)
Luego: xo = a1 (to) € (ay(to + p), a1 (to — p)) € ay(a, b)

Y como:

En este caso (cuando @, es estrictamente decreciente), también es a4 (a, b) un intervalo abierto.
En cualquier caso como vemos: a4(a, b) esun intervalo abierto.

Vamos a definir ahora la siguiente correspondencia:
fia;(a,b) SR - R

x = (@) = (@0 a7 = (a7’ ()
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Ocurre lo siguiente:
Si x € ay(a,b) = a7l(x) € (a,b) = 3 az(al_l(x)) ER

Siendo a;! vy a, aplicaciones, tendremos que lo sera (@, © ajl).
Es f por tanto una aplicaciéon que queda bien definida.

También ocurre:

Segiin lo anterior: a;* € C'(a(a, b))

Y por hipétesis: a, € C1(a,b)

Si tomamos entonces

xo € ay(a,b),
tendremos:

ait es derivable en x,

a, es derivable en

a1 1(xy). Entonces, por la
431 regla de la cadena:

(ay o arl) es derivable en
Xo, V:

(85

(2 0 a7 () = '35 (%)) (a5 (xo)
Y estosinduda V x, € a;(a,b), ie.,
f esdiferenciable en a4 (a,b) y V x € a;(a,b),,

1) = (a0 a7 (@) = a'3(ai (@) (@)’ (x)

Pero ademds, puesto que: a7 € C'(a;(a,b)) y a, € C'(a,b), sitomamos x, € a; (a, b),
ocurrira:
De un lado:
arl es continuaen x,
a'y es continua en ail(xy)

De otro lado:

} = (a'y0al) es continua en x,

(a71)' es continua en x,
Por 4lgebra de funciones continuas, sera: (aj o a;l) (a;)’ continua en x,
i.e.,, f'es continuaen x,. Y esto ocurre: V x, € a;(a, b)
Asipues: f € C'(ay(a,b))

Vamos a considerar ahora entonces, el grafo de la funcion f.

graf () ={(xf®),  rem@h}={(x(@weaiH®) xea(eb)}

Ocurre lo siguiente:

Si (u,v) € graf(f) >3 x € a;(a,b), (u,v) = <x, az(a{l(x)»

Perosix € a;(a,b) = 3!t € (a,b), a,(t) = x. Entonces:
@) = (v ax(e' @) = (@®, @ (6 (@ 0))) = (@O0 )
= (u,v) = (al(t),az(t)), t € (a,b)
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= (u,v) € traz(a)
i.e., ocurre que: graf(f) c traz(a)

Y reciprocamente:
Si (u,v) € traz(a) =3t € (a,b), (u,v) = a(t) = (al(t), ay (t)) =

> @) = (0®.a (a0 (@),  a®ea@b =

> @) = (0O f(a®)), @b eal@b)=
> (wv) € graf(f)

Luego también ocurre, que: traz(a) € graf (f)

Y de las dos inclusiones, tendremos:

graf(f) = traz(a)

Ocurre por tanto, que:
siad () #0, Vte(ab)=>3feC(ay(ab)), graf(f) =traz(a)
ie.,
si a'1(t) #0,Vt € (ab)
= latraza de a es grafo de alguna funcién f de clase 1 en un intervalo abierto (c,d)

2 — 1) Reciprocamente, supongamos ahora que la traza de a es grafo de alguna funcion f de
clase 1 en un intervalo abierto (c, d), i.e: supongamos que: 3 (c,d) SR y 3 f € Cl(c,d),
que cumplen que: traz(a) = graf (f)

Si tomamos entonces: t € (a, b) arbitrario, ocurre lo siguiente:
t € (ab) = a(t) € traz(a) = graf(f) = 3x € (c,d), (a1 (), &z (V) = (x, f(x))

a(t) =x B -
ay (1t) - f(x)} = a(t)=f(x) = f(al(t))

= 3x € (c,d),

Ocurre por tanto, bajo nuestra hipdtesis que:

Vte(ab), ay(®)=(fea)(t)

Si ocurriera entonces que para algun t, € (a,b), a'1(ty) = 0, como:

a'5(to) = (f o ay) (to) = f' (a1 (ty)) a'1(to) = a'5(tp) =0
ie,3ty € (a,b), a'(ty) = (a’l(to),a’z(to)) = (0,0)
No seria por tanto @ una curva regular plana. (—«)

No puede ocurrir por tanto que: Ity € (a,b), a'1(ty) =0
Ocurre asi, desde nuestra hipotesis, que:
vte(ab), a'1(t)#0
Luego también:
Si A(c,d) SR y 3 f € Cl(c,d), graf(f) =traz(a) = a'1(t) #0, vt € (a,b)
¢s.q.d.

Nos dice el resultado, cuales son exactamente las curvas regulares planas cuya traza es grafo
de alguna funcion f de clase 1.
No podemos desaprovechar la ocasion que nos brinda este resultado para poder ver una misma
“grafica” en el plano bajo dos opticas diferentes, como traza de una curva regular plana y como
grafo de una funcion real de variable real de clase 1, especialmente cuando desde una de las
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opticas tenemos una interpretacion geométrica del concepto de derivada y desde la otra
pretendemos tenerla.

Vamos a intentar entonces, al menos para esta clase de curvas regulares planas, ver en qué se
traduce esta interpretacion geométrica.

Tomemos para ello una curva regular plana:
a:(a,b) € R -» R?
t = a(t) = (a:(t), a; (D)

Para la cual ocurra que: a'y(t) # 0, Vt € (a,b)

Sabemos entonces, por el resultado anterior, que la funcion:
fra(a, b)) ER - R
x> f(x) = (az 0 a7 (%)
es una funcion f € C*(ay(a, b)) tal que graf(f) = traz(a)
Fijemos un t, € (a, b) y notemos por x, = a4(ty)

b
(5]
'/"/
i|| (851
a i £0 =
(G a(ty) =
Y\a. (al(to)' az(tﬂ)) =

= <0»'1 (to), az (0»’1_1(“1(750)))) = (a’1 (to), (az° 0»’1_1)(“1 (fo))) =
= (a1(to)'f(a1(to))) = (xo'f(xo))

Recordemos que en esta situacion, f'(x,) es la pendiente de la recta tangente a graf (f) en
el punto (xo, f (xo)), i.e., f'(x,) es la tangente trigonométrica del angulo que forma la recta
tangente a graf (f) en el punto (xo, f (xo)) con el eje de abcisas.
Ahora bien segun nuestro resultado: (xo, f (xo)) = (a1 (to), (to))

Y ademas:
f'(xo) = (az o a7 ) (x0) = 0-"2(“1_1(950)) (a7 (xo) = a'5(t) %(to) = er_gzi
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Podemos leer lo anterior
de esta forma:

ary(to)
ary(to)
trigonométrica del angulo
| que forma la recta
tangente a traz(a) en el punto (afl (to), a3 (to)) con el eje de abcisas.

ary(to)
arq(to)
vector (a’1 (ty), a', (to)) con el eje de abcisas, i.e: la recta tangente a traz(a) en el punto

es la tangente

De otro lado el niimero también es la tangente trigonométrica del angulo que forma el

(a1 (to), @y (to)) y las rectas que tienen por direccion (a’l (to), a', (to)) tienen la misma
pendiente y por tanto son todas paralelas.

La recta pues, que pasa por el punto (a1 (to), ay (to)) y tiene direccion: (a"l (to), @', (to)) no
es otra que la recta tangente a traz(a) en el punto: (al(to), a, (to)).
El vector (a’1 (ty), a', (to)) marca de esta manera la direccion de la recta tangente a traz(a)
en el punto (a1 (to), @y (to)).

Seglin lo anterior, si @ es una curva regular plana:
a:(a,b) €R -» R?
t = a(t) = (a,(t), 2z (1))
tal que: @'y (t) # 0, Vt € (a,b),entonces el vector (a’l(to), a', (to)) marca la direccion de
la recta tangente a traz(a) en el punto (al(tg), a, (to)), i.e., la recta tangente a traz(a) en el
punto (0(1 (to), @z (to)) es la recta que pasa por (a1 (to), (to)) y tiene direccion

(‘1”1 (to), ', (to))

Recordemos ahora que cuando se estudia la diferenciabilidad en cualquier texto se utiliza la
interpretacion geométrica de f'(x,) para definir el concepto de recta tangente, algo que sélo
teniamos definido para grafo de funciones.

Generalizar por tanto este concepto de manera “consistente” para todas las curvas regulares
planas, esta ahora a nuestro alcance.

Definicion 3.2 Sea a una curva regular plana
a:(a,b) SR —» R?
t = a(t) = (ai(t), az (1))
Llamamos vector tangente 6 vector velocidad a la curva « en el punto
to € (a,b), al vector a’(ty) = (a'1(to), a'5(to)).
Llamamos recta tangente a la curva « en el punto t, a la recta que pasa por
(a1 (t0), az(ty)) y tiene como direccion el vector (a'y(to), @'z (to))
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Hagamos alguna observacion sobre nuestra definicion antes de seguir:
Observaciones:

1. La definicidn es, sin duda una definicion “consistente”. Generaliza el concepto de recta
tangente en un punto a cualquier curva regular plana, conservando la misma recta tangente que
teniamos definida para el caso particular de curvas regulares planas cuya traza sea el grafo de
alguna funcion de clase 1.

2. Otra observacion importante es, que conviene recalcar que tanto el concepto de vector
tangente como el de recta tangente, son conceptos que estamos definiendo para cada curva
regular plana y no para sus trazas (recordemos que una misma traza puede ser asociada a mas de
una curva)

3.1 Crecimiento o decrecimiento de una curva

Siguiendo con nuestro proposito, vamos a intentar hablar ahora sobre lo que entendemos por
“crecimiento” 6 “decrecimiento” de una curva regular plana.

A menos que establezcamos previamente un orden en R?, con el que podamos comparar
(a1 (), a2(0) y (ai(s), az(s)) siendo
a:(a,b) € R > R?
t = a(t) = (a1 (1), @z (1))
una curva regular plana y t,s € (a,b), hemos de desterrar la idea de definir estos conceptos
de manera analoga a como lo haciamos para funciones reales de variable real. Tenemos de otro
lado el condicionante de que la traza de parte de las curvas regulares planas son grafos de
funciones reales de variable real.

Necesitamos por tanto, una definicion de “crecimiento” para curvas, acorde con el
crecimiento de las funciones, en los casos en los que ocurra que la traza de la curva sea el
grafo de alguna funcion.

Una definicion que en principio parece que pueda respetar nuestra pretension es la siguiente:

Definicién 3.3 Sea a una curva regular plana
a:(a,b) € R > R?
t = a(t) = (a1 (t), (1))
Decimos que a es estrictamente creciente en (¢, d) € (a, b) si:
vVtse(cd), t<s, (az (s) —ay (t)) (al (s) — al(t)) >0
Decimos que « es estrictamente decreciente en (¢, d) < (a, b) si:
Vtse(cd), t<s, (a2 (s) —ay (t)) (a1 (s) — al(t)) <0

Antes de seguir, veamos que efectivamente la definicion que estamos dando sobre crecimiento 6
decrecimiento de una curva regular plana a cuya traza es el grafo de alguna funcion f de clase 1
es compatible con la definicion de crecimiento que tenemos para la funcion f. Vamos para ello,
a intentar probar el siguiente resultado:
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Teorema 3.4 Sea « una curva regular plana cuya traza sea grafo de una funcion f de clase 1.
a:(a,b) € R -» R?
t = a(t) = (a; (1), @y (1))
Sea (c¢,d) € (a, b). Entonces:
1. a es estrictamente creciente en (¢, d)
o f es estrictamente creciente en a(c, d)
2. a es estrictamente decreciente en (¢, d)
o f es estrictamente decreciente en a,(c,d)

Demostracion:
Tomemos una curva regular plana & cuya traza sea grafo de una funcion f de clase 1.
a:(a,b) SR -» R?
t > at) = (a1 (6), a2(1))
Sabemos por un resultado anterior que en estas condiciones, es:
a' (t) 0, vteE(ab)
y tal funcion f de clase 1, no es otra que la que queda definida en la forma:
fia;(a,b) SR - R
x = f() = (a0 a7 ()
Tomemos (c,d) € (a, b).
1.-) y supongamos que « es estrictamente creciente en (c, d).
Porsera’;(t) # 0, Vte€ (ab) y sera; € C'(a,b), pueden ocurrir dos cosas:
(1) que a'1(t) >0, Vte (ab) 6 (ii) quea’;(t) <0, Vte€ (a,b)

@) Si ocurre que a’4(t) > 0,, ¥V t € (a,b) = a4 es una funcidn estrictamente creciente
en (a,b) = aj’ es también una funcién estrictamente creciente en a; (a, b) (esto lo sabemos
por resultados relativos a continuidad). Entonces en particular es ey ! una funcién estrictamente
creciente en a,(c,d) € a,(a,b).

Si tomamos entonces: x,y € a;(c,d), x <y tendremos:
De un lado:

art(x) <ai'(y)
Y de otro, por ser « estrictamente creciente en (¢, d):

(0{2((11_1(}/)) - az(al—l(x))) (“1(“1_1()1)) _ al(a1—1(x))) >0
(@2 2 a70) ~ (a3 0 7)) (=) > 0 =

> (@20 arH) = (@0 aiH)()) >0 = fH) — f() >0 =
= () < f()

i.€., en este caso:
si x,y € a,(c,d), x<y =2fx)<f)
Y por tanto f es una funcion estrictamente creciente en a, (c, d).

(ii) Si ocurre que: a'1(t) <0,, Vte€ (ab) = a; esunafuncién
estrictamente decreciente en (a, b) = a; ! es estrictamente decreciente en a; (a, b), en
particular a7 es una funcién estrictamente decreciente en a4 (c,d) € a;(a, b).

Si tomamos entonces: x,y € a;(c,d), x <y tendremos:
De un lado:
ai'(®) > a7 (y) = a7t () <ar'(x)
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Y de otro lado por ser a estrictamente creciente en (¢, d):
(@x(ar*) - ax(er' ) (@ (@) - an(a'@))) > 0 =
> (@20 ar () = (@20 a7 HM))x —y) >0 =

> (@20 aiH@) = (@0 aiH(B)) <0 = FX) —f(H) <0 =
= () <fO)

Luego también en este caso:
Six,y€ai(c,d), x<y=>fx)<f)
Y por tanto f es una funcion estrictamente creciente en a; (¢, d)
En cualquier caso, como vemos, bajo nuestra condicion de que a sea una funcion estrictamente
creciente en (c, d), se cumple que f es una funcion estrictamente creciente en a; (c, d)

<) Reciprocamente, supongamos ahora que la funcion f es estrictamente creciente en a4 (c, d).
Puede volver a ocurrir: (i) a’;(t) >0, Vt € (a,b) 6 (i) a'1(t) <0, VtE€ (a,b)

@) Si ocurre que: a’4(t) > 0, Vt € (a,b) > a es estrictamente creciente
en (a,b) = a es estrictamente creciente en (c, d).
Si tomamos entonces: t, s € (c,d), t < s. Tendremos:
De un lado:
a;(t) < ai(s)
Y de otro:

fa(®) < Fer()) = (a2 o a7 (@a(®)) < (a2 o a7 () =
= a; (a7 (02 (0)) < @z (@7 (e1(5))) = @2 (t) < ay(s)

ie.,

a; () <ai(s) ¥y ax(t) <az(s)
Entonces:

(a2(8) — a4, () (a1(s) — a1 () > 0
ie.,

Sit,se(cd), t<s = (ay(s)—ay(®) (a;(s) —a;(®))>0
Por tanto en este caso es a estrictamente creciente en (c, d)

(ii) Si ocurre que: a'4(t) <0, Vt € (a,b) = a; es estrictamente decreciente
en (a,b) = a; es estrictamente decreciente en (c, d). Si tomamos entonces: t,s € (c,d),
t < s, tendremos:
De un lado:
a; () > ai(s) = ai(s) < ay(t)
Y de otro lado:
(@) < fla®) = (@ o ar) (@) < (@ o ar)(a ) =

= a; (67 (x(9))) < @z (a7 (@a(®)) = az(s) < a(®)

ie.,
a;(s) <ay(6) ¥y ax(s) <ay(®)
Entonces:
(a2(s) = 2z (1)) (a1 (s) — a1 (1)) > 0
ie.,

Si t,s € (c,d), t<s> (az(s) — az(t)) (al(s) — al(t)) >0
También es en este caso a estrictamente creciente en (c, d)

Luego en cualquier caso, se cumple:
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Si f es estrictamente creciente en a,(c,d) = «a es estrictamente creciente en (c,d)

2.—) Supongamos que « es estrictamente decreciente en (c, d).
Nuevamente: (i) a’1(t) >0, Vt€ (a,b) o (ii)a'y(t) <0, Vt€ (a,b)

@) Si ocurre que: a’4(t) > 0, Vt € (a,b) > a; es estrictamente creciente
en (a,b) = a; es estrictamente creciente en (c,d) = ay ! es estrictamente creciente
enaq(c,d)

Si tomamos entonces: x,y € a,(c,d), x <y =
{ ar'(x) <ar'®)
art(x),ar* () € (c,d)
= (@' @) - ax(a' @) (@ (e ) - (@' @)) <0 =
= (@20 aiH) — (@20 aiH(®)) (y—2) <0 =
= (azoa D) — (azearHX) <0 = f() - f(x) <0=
= f(x)>f)

i.e., en este caso es f estrictamente decreciente en a4 (c, d)

= como «a es estrictamente decreciente

Y si:
(ii) Ocurre: a'41(t) <0, Vt€ (a,b) > a'1(t) <0, VtE (¢c,d) =
@ es estrictamente decreciente en (c,d) = aj ! es estrictamente decreciente en a4 (c, d). Si
tomamos entonces:
X,y € a;(c,d), x <y. Tendremos:
{ ') <ai'(x)
ar'(x), a7t ) € (¢, d)

(e @) - (') (@ (@) - (e ) <0 =
> (@20 a7 H)(0) = (@0 a7H()) (x =) <0 =

= (azear D) = (@zea; @) >0 = f() - f() >0 =
=f)>f)

i.e., f es estrictamente decreciente en a4 (c, d) también en esta caso.

= como a es estrictamente decreciente en (c,d) =

En cualquier caso por tanto:
Si a es estrictamente decreciente en (c,d)
= f es estrictamente decreciente en a,(c,d)

<) Reciprocamente, supongamos ahora que f es estrictamente decreciente en a4 (c, d).
Una vez mas ocurre: (i) a’4(t) >0, Vt € (a,b) ¢ (i)a'1(t) <0,Vt€E (a,b)

@) Si ocurre que: a’((t) > 0, Vt € (a,b) =

a, es estrictamente creciente en (a,b) = @, es estrictamente creciente en (c,d)
Si tomamos entonces: t, s € (¢,d), t<s =

{ a; (1) < ay(s)
a,(t), a;(s) € ay(c,d)
Como f es estrictamente decreciente en a1 (c,d) =
= f(a1(®) > f(ai(s)) = (az e ar (@) > (az 0 a7 D) (1(5)) =
= a, (a{l(al(t))) > a, (a{l(al(s))) = a,(t) > ay(s)

ie.,
a;(8) < ay(s)

Si t,s € (c,d), t<s:{
(©d) () > ay(s)
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{283 _ Z;Eg Z 8 = (az(s) — a2 () (a1 (s) — a1 (1)) < 0

Y por tanto « es estrictamente decreciente en a4 (¢, d)

(ii) Ysia'i(t) <0, Vt € (a,b) > a es estrictamente decreciente en (a, b) =
a; es estrictamente decreciente en (¢, d).
Si tomamos: t,s € (c,d), t < s, tendremos:
a,(t) > a;(s). Y como ademés, es f estrictamente decreciente en a4 (¢, d), entonces:

f(al(t)) < f(al(s)) = (az o a{l)(al(t)) <(azo 31_1)(“1(5)) =
= a; (a7 (@ (D)) < @ (a7 (@1 (9))) = @(0) < a(5)

Sit,s€ (c,d), t<s= {“1(0 > ay(s)

ay (1) < az(s)
(a0 S0 = (@O -60) (@E -a) <0
Es también en este caso, @ una curva estrictamente decreciente en (¢, d)
En cualquier caso:
Si f es estrictamente decreciente en a;(c,d)
= «a es estrictamente decreciente en (c,d)

c.s.q.d.

Es por tanto, el concepto de crecimiento o decrecimiento para una curva plana, un concepto
que (en cierta forma) generaliza el concepto de crecimiento o decrecimiento para funciones.

Una observacion interesante, es la siguiente:

Si tomamos una curva regular plana:

a:(a,b) SR - R?
t = a(t) = (a, (1), ax (1))
Y suponemos que « es estrictamente creciente en (¢, d) € (a, b)
Tenemos, que si fijamos t, s € (¢, d), t < s, ocurre que:
(sz (s) — az(t)) (“1 (s) — a1(t)) >0
ie: (0:2 (s) —ay (t)) y (a'1 (s)—ay (t)) tienen el mismo signo.
En otras palabras:

e Obiena,(s) > ay(t) y a.(s) > a.(t)

e Obien ay(s) < ay(t) y a;(s) < a,(t)

En el primer caso ocurre que el vector (0(1 (s) —a;(t), ay(s) — a, (t)) tiene sus dos
componentes positivas, i.e: el vector de origen (a;(t), a,(t)) y extremo (a;(s), a,(s)) tiene
sus dos coordenadas positivas.

Entonces la secante que une los puntos de nuestra curva (0:1 ®), ay (t)) y (a1 (s),ay (s)) tiene
pendiente positiva. Y esto ocurre Vt,s € (¢,d), t <s
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ao(s) -

as(t)

a(t) aq(s)

En el segundo caso, el vector (al (s)—a,(t), ay(s) — ay (t)) tiene sus componentes negativas,
i.e: el vector de origen (a1 (1), ay (t)) y extremo (a1 (s),a, (s)) tiene sus dos coordenadas
negativas. Por tanto la cuerda que une los puntos (al ), ay (t)) y (a1 (s),a, (s)) tiene
pendiente positiva, y esto: V t,s € (c,d), t <s.

ao(t)

()-.l(.ﬁ)

(ll(.\‘] ll]([)

Luego si a es estrictamente creciente en (¢, d), tenemos que:
VvVt s € (cd), t<s,lacuerda que une los puntos a(t) y a(s) tiene pendiente positiva.
Pero ocurre que el reciproco no es menos cierto, pues si pasara que:
Vit s € (cd), t <s,lapendiente de la cuerda que une los puntos a(t) y a(s) fuera positiva,
entonces:

(az () —ay (t))

(@1(s) =y ()

Vts € (cd), t<s, (az (s)—a, (t))(a1 (s)—a (t)) >0 =
a es estrictamente creciente en (c,d)

Vtse€(cd), t<s, >0 =

Una caracterizacion geométrica para el crecimiento de @ en (c, d) es, como acabamos de
probar:
a es estrictamente creciente en (c,d) & Vt,s € (c,d), t <s,
la cuerda que pasa por a(t) y a(s) tiene pendiente positiva

De manera totalmente analoga, ocurre lo siguiente. Si:
a:(a,b) € R —» R?
t - al(t)
es una curva regular plana, estrictamente decreciente en (c,d) S (a, b), entonces:
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Vtse€(cd), t<s, (az (s)—a, (t)) (al(s) - al(t)) <0 =
(052(5) - az(t))
(“1(5) - a1(t))

= Vt,s € (cd), t <s,lapendiente de la cuerda que pasa por los puntos a(t) y a(s) es
negativa.

Vtse€(cd), t<s, <0 >

Y reciprocamente, si: V t,s € (c,d),t < s, la pendiente de la cuerda que pasa por los puntos
a(t) v a(s) esnegativa, tendremos:
(052(5) - az(t))
(a1(5) - a1(t))
Vt,se€(cd), t<s, (az(s) - az(t)) (al(s) — al(t)) <0
Y por tanto « es estrictamente decreciente en (¢, d).

Vtse€(cd), t<s, <0 >

Asi pues, también:
a es estrictamente decreciente en (c,d) « Vt,s € (¢c,d),
t<s, la cuerda que pasa por a(t) y a(s) tiene pendiente negativa

aa(t)

¢ as(s | ] ct ai(s) o (1)

d an(t) @s)

Podemos resumir lo expuesto en la observacion en el siguiente resultado:

Teorema 3.5 Sea a una curva regular plana.
a:(a,b) SR -» R?
t = a(t) = (a, (), ax (1))
Sea (c,d) < (a,b). Entonces:
1. aes estrictamente creciente en (¢,d) & Vt,s € (¢,d), t<s,
la pendiente de la cuerda que pasa por a(t) y a(s) es estrictamente positiva
2. a es estrictamente decreciente en (c,d) & Vt,s € (c,d), t<s,
la pendiente de la cuerda que pasa por a(t) y a(s) es estrictamente negativa
#

Es en este contexto de curvas regulares planas, donde el Teorema del Valor Medio de Cauchy
nos muestra su verdadera interpretacion geométrica.
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Para seguir, vamos a intentar comprender esta interpretacion y vamos a ayudarnos de ella, de
manera analoga a como lo haciamos con el Teorema del Valor Medio de Lagrange para
funciones, para conocer alguna condicion suficiente para que una curva regular plana sea
estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

Tomemos una curva regular plana o

a:(a,b) SR - R?
t = a(t) = (a1 (t), ay(t))
Tomemos t,s € (a,b), t <s ysupongamos que: a4 (t) # a;(s)
Si consideramos entonces las funciones:
a;:[t,s] S R->R y a,:[t,s]€SR - R
t - ay(t) t = ay(t)

Tendremos: a; Yy @, son funciones continuas en [t, 5]

a; Yy a, son funciones diferenciables en (¢, s)
En virtud del Teorema del Valor Medio de Cauchy tendremos entonces que:

3¢t € (L,5), (az(s) - az(t)) a'y(to) = (01(5) - 0»'1(0) a';(to)
ie:
(@2() = ax(®))
(a1(s) = a1 (®))
Ademas en estas condiciones, tiene que ocurrir necesariamente que 'y (ty) # 0, pues si fuera:
a';(ty) = 0, también seria, en virtud de la igualdad anterior: a',(ty) = 0 =
(a'1 (to), a', (to)) = (0,0), y por tanto @ no seria una curva regular plana.

Ity € (L,5), a'y(ty) = a',(to)

Luego, para nuestro t, ocurre: a';(ty) # 0, y podemos escribir:

(a’z (s) —ay (t)) _ a'y(to)

(a1(s) — a1 (D)) A

i.e: hay un punto a(ty) en la curva, con ty € (t,s) donde la recta tangente a la curva en este
punto a(ty) es paralela a la cuerda que pasa por a(t) y a(s)

Aty € (¢,5),

o (101 R

"l /(; ;°)°"‘Q) \\\ (2z0) Ala vis.ta de esta interpreta.cién
- geométrica, podemos enunciar el
siguiente resultado, si queremos,
incluso a modo de consecuencia,
como hicimos con el Teorema

del Valor Medio de Lagrange:

of
3 ®

3 ¢

« (t)=(t-sen(t), 1-cos(t))
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Teorema 3.6 Sea a una curva regular plana.
a: (a,b) € R - R?
t = a(t) = (a1 (), a2 (1))

Entonces:
- ap(t) , .
1. Si I0) >0, Vte€(ab) = aesestrictamente creciente en (a, b)
o a'y(t) . )
2. Si FNO) <0, VteE (ab)=> aesestrictamente decreciente en (a, b)
0] .
3. Si FPNO) =0, Vte(ab) = a,esuna funciéon constante en (a, b)
Demostracion:

Tomemos una curva regular plana:
a:(a,b) SR - R?
t = a(t) = (a; (1), ay(1))
1. Y supongamos que ocurre que:
a'y(t)
a'y ()
En principio de este hecho se desprende lo siguiente:
a',(t)#0, Vt € (a,b)
a'y(t) #0, Vt € (a,b)
plana, tendremos:

o bien: a',(t) > 0, Vvt € (a,b) obien: a',(t) <0, Vte(ab)

Y o bien: a'1(t) >0, V¢t € (ab) obien: a',(t) <0, vte (ab)

>0, Vte(ab)

} = como ademés: a;,a, € C*(a,b) por ser a una curva regular

En virtud de una consecuencia del Teorema del Valor Medio (TVM) de Lagrange:
a, es estrictamente creciente en (a, b) 6 a, es estrictamente decreciente en (a, b).
Y a; es estrictamente creciente en (a, b) 6 a; es estrictamente decreciente en (a, b).

En cualquier caso:
a, es una funcion inyectiva en (a, b)
Y a; es una funcién inyectiva en (a, b).

Conocido este hecho, vamos a considerar t, s € (a, b), t < s arbitrarios. Ocurre entonces lo
siguiente:
a, y a, son funciones continuas en [t, s]
a, y a, son funciones diferenciables en (¢, s)
En virtud entonces del TVM de Cauchy, tendremos que:
3ty € (¢,5), (0-’2(5) - az(t)) a'y(ty) = (a1(5) - a1(t)) a5 (to)
Pero ademas, por todo lo anterior:
(a’z(s) - az(t)) #0, (a1(5) - a’1(t)) #0, a'y(ty) # 0, a'y(ty) #0
Entonces tendremos:
(az(s) —ay (t)) _ a'y(to)
(a1(5) - 051(0) a'y(to)

Aty € (t,5),

Y segun nuestra hipotesis:
a'y ()

>0
a'y(to)
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Entonces:
% >0 = (a2(s) — a2 (0)(e1(s) — s (1) > 0
1 1
ie.,

Vtse€(ab), t<s, (az(s) — afz(t))(al(s) — al(t)) >0
Y en consecuencia: « es una curva estrictamente creciente en (a, b)

2. Sisuponemos ahora que:
ay(t
,2—()<0, vte€ (ab)
a'y (t)
Vuelve a ocurrir, que:
a'y(t) #0, vte(ab) y a'1(t) #0, vte (ab)
Y por las mismas razones anteriores seran @, y a, funciones inyectivas en (a, b).

Si tomamos ahora: t,s € (a,b), t < s arbitrarios, tendremos:
a; ¥ a, son funciones continuas en [t, s|
a, y a, son funciones diferenciables en (t, s)
Por el TVM de Cauchy ocurre entonces:
3ty € (49), (az (s)— az(t)) a'y(to) = (a1(5) - 051@)) a5 (to)

Y como:

(az(s) - az(t)) #0, (051(5) - 0»’1(t)) #0, a'y(ty) #0, a';(te) #0
Tendremos:
(az(s) —a; (t)) _ a5 (to)
(a1(s) - a1(t)) a'y(to)

3 to € (t, S),

Como ademas, ahora:

a:Z goi <0
a
Entonces: 1o
1 1
ie.,

vtse€(ab), t<s, (az(s) — az(t))(afl(s) — al(t)) <0
Y por tanto: @ es una curva estrictamente decreciente en (a, b)

3. Si suponemos por ultimo que:
a'y(t)
a'y (t)
Ocurrira obligatoriamente que a',(t) =0, V t € (a,b), y en este caso, por una consecuencia
del TVM de Lagrange, tendremos que @, es una funcion constante en (a, b).

c.s.q.d.

=0, Vte (ab)

Si este resultado anterior, lo hubiéramos enunciado en términos del producto de a',(t) y
a'1(t), en lugar de en términos del cociente, podriamos aspirar a un resultado casi reciproco
para los dos apartados primeros.

Este resultado al que nos referimos, seria el siguiente:
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Teorema 3.7 Sea una curva regular plana «
a:(a,b) €R - R?
t > a(t) = (ar(t), @z (V)

Entonces:
1.Si a es estrictamente creciente en (a,b) = V t, € (a,b), a',(ty) a'1(ty) =0
2.Si a es estrictamente decreciente en (a,b) = V ty € (a, b), a',(ty) a1 (ty) <0

Demostracion: Tomemos una curva regular plana
a:(a,b) € R - R?
t = a®) = (a0, a2(0)

1. Y supongamos que a es estrictamente creciente en (a, b). Fijemos un t, € (a, b),
arbitrario. Ocurre entonces lo siguiente por ser @ estrictamente creciente en (a, b).
Vee(ab), t<t (@) - a(t)))(a1 () —ai(te)) >0 =
(az ) —a (to)) (a1(t) - a1(t0)) >0
t—t, t—t,
Ademas: a, y a, son diferenciables en t,, entonces:
ay(t) —ay(t a;(t) —aq,(t
3 1im 2(t) — az(to) y 3 lim( 1(0) — a1 (t))
totd t—ty totg t—ty

= VtE(ab), ty <t

Tenemos asi, que:

Vte(ab), ty<t (@2() — a(t0) (a1()) = @1 (t0) =0

t—to t—to
. ay(t) — ay(ty) ap(t) — ay(ty)
Y 3 lim
t—>f3 t— to t— to
Entonces:
a,(t) —a,(ty) a(t) —aq(t
lim(z() 2(to) ay(t) 1(0))20:
t-otg t—1ty t—ty
a,(t) — t t) — t
- lim 2 () — ay(to) lim aq(t) — ay(to) >0
totd t—tp totd t—ty
N CAGEEAC AN CAG R AGY)
> lim|————) lim|————
t-tg t—tp t-tg t—tp
t) — t t) — t
- lim ay(t) — ay(to) lim ay (t) — a;(to) >0
totd t—ty totd t—1t
a,(t) — a,(t a(t) — a (L
N lim< 2(t) z(o)> lim( 1(1) 1(0))20
t-tg t—t, t-tg t—tp
= a'y(ty) a'1(ty) =0
Asi pues:

Si a es una curva estrictamente creciente en (a, b), entonces:
Vit € (a,b), a’y(te) a'1(te) =0

2. Supongamos ahora que « es una curva estrictamente decreciente en (a, b).
Tomemos t, € (a,b) cualquiera. Ocurre ahora:

vte(ab), to<t  (az(t) —ay(ty)) (ar(t) — ay(tr)) <0 =
(az ) - az(to)) (011 ) —ay (to)) <0
t—to t—to

Vte (a,b), tg <t
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De otro lado, tanto @, como a4 son funciones diferenciables en t,, entonces:
ay(t) — ay(t a;(t) —aq(t
. lim( 2(t) — a3 (t0)) y 3 lim( 1(8) = as(ty))
totd t—t totd t—tp
Tenemos pues:
(az(t) - a’z(to)) (a’1(t) - a’1(to)) <0
t - to t - to
a(t) —ay(t aq(t) —aq(t
Ellim(z() 2(to)) (a1(t) — a1 (t0))

t—>tg' t— to t— to

vVteE(ab), to <t

y

Entonces, obligatoriamente, en virtud de un resultado sobre conservacion del signo de los
limites:

lim (6(2 ) —ay (to)) (051 ) —ay (to))

<0=
totd t—ty t—ty
a,(t) — ay(t a(t) —a(t
N lim(Z() 2(0)) lim(l() 1(0))SO:>
totd t— 1t totd t—ty
t) — t t) — t
- lim (az( ) — ay( o)) lim (a1( ) —aq( o))
t-to t—tp t-tg t—1tp
a,(t) — t t) — t
- lim ( 2() — az( 0)) lim (0{1( ) —ay( 0)) <0 >
totd t—1t totd t—1t
a,(t) —ay(t aq(t) —aq(t
N lirn( 2(t) — a5 (to)) lim( 1(t) 1(0))s0 N
t-tg t—tp t-tg t—tp

= a'5(ty) a'1(tp) <0
Por tanto:
Si a es una curva estrictamente decreciente en (a,b) = V t, € (a,b),
a'y(te) @'1(t) <0
c.s.q.d.

3.2 Extremos relativos de una curva

Habiendo hablado de crecimiento de una curva y una vez visto como el calculo diferencial
nos ayuda a detectar si una curva regular plana es estrictamente creciente 6 estrictamente
decreciente, vamos a intentar ver de forma somera, qué interpretacion podemos dar en una curva
a los extremos de las funciones.

Intentaremos de nuevo, generalizar el concepto de extremos conocido para funciones reales de
variable real.

Una definicidon que parece servir para tal generalizacion de manera consistente es la siguiente:

Definicion 3.8 Sea @ una curva regular plana:
a:(a,b) SR - R2?
t = a(t) = (ay(t), az(t))

Decimos que la curva a alcanza un minimo relativo en ty € (a, b) si la funcion a, alcanza un
minimo relativo en t, € (a, b), i.e, si:

36>0/ Vte (ab)n(ty—5,ty+ ), ay(t) = a,(ty)
Decimos que la curva a alcanza un maximo relativo en ty € (a, b) sila funcion a, alcanza
un maximo relativo en t, € (a, b), i.e, si:

36>0/Vvte(ab)n(ty—90,ty+9), a,(t) < ay(ty)
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Decimos que la curva a alcanza un extremo relativo en t, € (a, b), si alcanza un maximo
relativo o un minimo relativo en t, € (a, b)

o, (tn) X

o )

to

-z

=l

Antes de seguir, conviene ver si se trata de una definicion consistente, o no.

Teorema 3.9 Sea:
a:(a,b) € R - R?
t = a(t) = (a1 (1), a; (1))
Una curva regular plana cuya traza sea grafo de una funcion f de clase 1. Sea t, € (a, b).
Entonces:
1. a alcanza en ty un maximo relativo < f alcanza en a4 (t;) un maximo relativo.
2. a alcanza en ty un minimo relativo & f alcanza en a4 (t;) un minimo relativo.
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Demostracién:
Tomemos @ una curva regular plana cuya traza sea grafo de una funcién f de clase 1.
a: (a,b) € R - R?

t = a(®) = (@ (®), a2(®)
Sabemos que en esta situacion ocurre que: a'1(t) # 0, Vt € (a,b) y que tal funcién f no es
otra que la que queda definida en la forma:

fiai(a,b) - R

x = f(x) = (az o ag ) (x)
Tomemos ahora t, € (a, b)
1.-) Y supongamos que « alcanza un maximo relativo en t,. Entonces:

3§>0/Vte(ab)n(ty—4,ty+96), a,(t) < ay(ty)
Podemos suponer ademas, que tal § > 0, cumple:
[to —6,ty + 6] < (a,b)
ie.,
36>0/ [ty —6,ty + 6] < (a,b), Yy Vte (ty—06,ty+9), a,(t) < a,(ty)

Consideremos entonces el conjunto: a4 (tg — &, tg + &)

Ocurre en principio lo siguiente:
a1 (t)#0, Vt € (a,b) a'1(t) >0, VteE(ab)
a; € C'(a,b) } 6 a1(t) <0, Vte(a, b)}
a,es estrictamente creciente en (a, b)
6 a, es estrictamente decreciente en (a, b)}

e Sia; es estrictamente creciente en (a,b) y t € (tyg — §,ty + &), entonces
a;(tg—98) <a;(t) <ay(tg+6) =
min{a, (tyg — &), a1 (ty + 6)} < a1 (t) < max {a,(ty — 6), a1 (ty + 8)} =
a;(t) € (min{a, (ty — 8), @ (to + 8)}, max {a;(to — 8), a1 (o + 8)})
ie.,
a(tg — 6,ty + 8) € (minf{ay (ty — 6), a,(ty + 6)}, max{a,(ty — 8), a1 (ty + 6)})
e Y sia es estrictamente decreciente en (a,b) y t € (ty, — §,ty + §) entonces
a;(tg+8) <a1(t) <ay(tg—96) =
a;(t) € (min{a, (ty — 8), @1 (to + 8)}, max {a;(ty — 8), a1 (to + 6)})
ie.,
a;(ty — 8,ty + 8) € (minf{a, (ty — &), a1 (ty + 6)}, max{a,(ty — &), a;(ty + 6)3)
Como vemos, en cualquier caso:
ai(ty — 8,ty + 6) € (minfa, (ty — 8), a1 (to + 6)}, max {a,(ty — 8), a1 (ty + 6)})

Y de otro lado, siendo a; continua en [t, — &, ty + &] y estrictamente creciente 6 decreciente
(en cualquier caso inyectiva), tendremos:

Si x € (minf{a(ty — 8), a1 (ty + )}, max {a,(t; — 6), a1 (to + 5)}) =

= x € [min{a, (ty — 8), a1 (ty + 6)}, max {a,(ty — 8), a,(ty + 6} =
en virtud de la propiedad de los valores intermedios:

At ety—4,ty+ 6], a,(t) =x
Ademas, por el crecimiento de a4, se tiene: t #tg — 86 y t #tg+ 9.
Entonces: 3t € (ty —&,ty+6), ay(t) =x. Y por tanto:
x €Eay(ty—38,ty +6)
Luego también:
(minfa, (ty — 6), @1 (o + 8)}, max {a,(ty — 8), a1 (to + 8)}) € ay(to — 6,tp + &)
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Y de las dos inclusiones, tendremos:
a;(to — 8,to + 8) = (min{a; (to — 8), a; (¢ + 8)}, max {a; (g — 8), a; (¢, + 6)})
ie, ai(ty—8,ty+ &) esun entorno abierto del punto a; (tg)

Y ahora, si tomamos x € a;(ty — 8,ty +8) = a7l (x) € (ty —6,t5 +68) =

segun nuestra hipdtesis:
(a1 () < @x(ty) = (20 a7 H@) < (@ 0 a7h)(e(t0)) =
= f(x) < f(ai(ty))

Existe por tanto  (min{a, (t; — &), @, (t, + 6)}, max {a;(t; — 8), a1 (t, + 6)}) un entorno
abierto del punto a; (t,) tal que:

V x € (minfa, (ty — &), a1 (to + )}, max {a;(ty — 8), a1 (to + 6)}),, f) < fai(ty))
Y en consecuencia f alcanza un maximo relativo en a, (t,)

<) Reciprocamente, supongamos ahora que f alcanza un maximo relativo en a4 (to).
Tendremos entonces, que:
3p >0/ Vxe€ (ar(ty) —p,ai(to) +p) Na(ab), ) < fas(ty))
Podemos suponer ademas que p > 0 es tal que:
[a1(to) — p, a1 (to) + pl € a1(a,b)
i.e., podemos suponer que:
3p >0/ [ai(to) —p,ai(to) + pl € as(a,b) y
V x € (a;(ty) — p, a1 (to) + p), f0) < fas(ty))
Bien, pues si consideramos el conjunto:
ai H(ay(to) — p, ay(to) + p)

Siendo a4 una funcidn continua en ty, no cabe ninguna duda, que por definicion ha de ser
art(a,(ty) — p,ay(to) + p) un entorno abierto del punto t,. Entonces existira:

8> 0/ty € (tg—8,t9 +8) S ag (ay(ty) — p,a;(ty) + p)
Bien, pues si tomamos entonces: t € (tq — §,ty + &) tendremos:

t€(to—8,tg+08) >t €ar (a(to) — p as(to) +p) =

= a;(t) € (a1(to) — p, a1 (t) + p) = (1 () < f(1 (ko)) =
= (ay ° afl)(a1(t)) <(azo a1_1)(31(to)) = a,(t) < ay(to)
ie.,
36>0/ VtE(tg—6,to+68),  ay(t) < ay(ty)

Y en consecuencia a alcanza un maximo relativo en t.

2.-) Supongamos ahora que « alcanza un minimo relativo en t, = «a, alcanza un minimo
relativoenty, = 38 > 0, que podemos tomar ademas de manera que:
[to —8,to + 6] € (a,b) ytalque:Vt € (ty — 6, ty + 8), ax(t) = a,(ty)
Vamos a considerar entonces el conjunto: a;(ty — 6,ty + )
De un lado tendremos, en virtud de la propiedad de los valores intermedios, para:
ap:[tg—6,tg+6] - R
t-ay(t)
que:
V x € [min{a, (t; — &), a;(to + 8)}, max{a,(t, — &), a,(to + 6)3],
At e [ty—8,ty+ 8], a,(t) =x
En particular:
si x € (minf{ay(ty — 8), a,(tg + 6)}, max{a,(ty — &), a . (ty, + 6)}),
At €[ty —6,ty + 6], a,(t) =x
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Ademas:
sit=tyg—06 2x=a,(tg—6) =
= x = ay(ty — 6) & (min{ay (o — 8), ay (¢ + 8)}, max{a, (¢, — ), a; (¢, + 6)})
Luego: t #ty—9.
Y por andlogas razones: t # ty+ 6
Luego tenemos:
V x € (min{ay(to — 6), ay(to + 8)}, max{a, (ty — &), ay(to + 6)}),
At € (ty—5,ty + 95), a,(t) =x

Entonces:
(min{a, (to — 8), a;(to + 8)}, max{a,(ty — &), a;(to + 6)}) S ay(to — 8, t0 + 9)
Y de otro lado, recordemos que: a; € C(a,b) y a'41(t) #0, Vt € (a,b)
Entonces, 6 bien: a'1(t) >0, Vt € (a,b) 06 bien: a'1(t) <0, Vt € (a,b)

Sifuera a'4(t) >0, Vt € (a,b) = a,; es estrictamente creciente en (a, b)
Entonces: Vt € (ty —8,tg +6), a1(tg —6) < a1 (t) < a,(ty +8) =
a;(t) € (min{a,(ty — 6), a;(to + 8)}, max{a, (ty — 8), a1 (to + 6)})
ie.,
a;(ty — 8,to + 8) € (min{a, (t; — 8), a;(ty + 6)}, max{a,(t; — &), a;(t, + 6)})
Y sifuera a',(t) <0, Vt € (a,b) = a, es estrictamente decreciente en (a, b)
Entonces:
Vte (ty—06,ty+90), a,(tg+06) <ay(t) <a(ty—96) =
. a;(t) € (min{a, (t; — 8), a; (¢, + 8)}, max{a, (t; — &), a;(to + 6)})
ie:
a,(tg — 8,ty + 6) € (min{ay(ty — 6), a, (ty + 6)}, max{a,(tg — 8), a1 (ty, + 6)})

En cualquier caso como vemos:
6(1 (to - 6, to + 6) g (mln{al(to - 6), a1 (to + 5)}, max{al (to - 6), al(to + 6)})

Y de las dos inclusiones, tenemos:
ay(tg — 8,tg + 8) = (min{ay (ty — 8), a; (o + 6)}, max{a, (to — 6), a1 (ty + 8)})
ie., ay(tg —3d,ty + &) esun entorno abierto de a4 (tg)

Y si tomamos: x € a;(tg — 8,to +6) = a7l (x) € (tg — 8,ty +6) =
= (a7 (@) 2 az(te) = (@2 0 7 H() = (a0 a7 (e (t) =
= f(x) = fay(ty))
Luego:
a;(tg — 8,ty + &) es un entorno abierto de a4 (ty), y:

Vx €ay(ty—8,tg+68),  f(x)=f(ay(ty))
Y por tanto f alcanza un minimo relativo en el punto: a, (ty)

<) Reciprocamente, supongamos por ultimo que f alcanza un minimo relativo en a4 (t,) =
3 p > 0, podemos suponerlo tal que:
(ay(ty) — p, a1 (ty) + p) € a1(a,b) de manera que:
V x € (a;(to) — p, ay (o) + p), fx) = f(a’1(to))
Bien, pues vamos a considerar: aj(a;(ty) — p, a;(ty) + p)

Ocurre en principio que por ser &; una funcion continua y
(aq(ty) — p, a1(ty) + p) un conjunto abierto, sera:
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ail(a,(ty) — p, a1 (ty) + p) un conjunto abierto en la topologia relativa de (a, b), i.e., 3G un
abierto en R,, a7 (ay (ty) — p, a1 (to) + p) = G N (a, b)
Entonces: a*(a;(ty) — p, a;(to) + p) esun abierto en R. Y desde luego:
ay(to) € (a1(to) — pas(to) +p) = ty € a7 (a1(to) — p, ay(to) + p)
ie:  arl(ay(ty) — p, ai(ty) + p) es un entorno abierto de t,.

Y si tomamos t € ay ' (a;(to) — p, a1 (to) +p) = a;(t) € (a1(to) — p, a1(to) + p)
Entonces, como f alcanza un minimo relativo en a; (to), f(ay(t)) = f(a1 (o))
= (aye afl)(oh (t)) = (ay o afl)(‘h(to)) = ay(t) = ay(ty)
Asi pues, existe un entorno abierto (en R) de to,, ayl(a;(ty) — p, a1 (ty) + p)
tal que: V't € a7 (a1 (to) — p, a1 (to) + p), ax(t) = ay(to).

Por ultimo, y conocido el hecho de que la familia: {(t, — 6, ty + &)} s> constituye una base de
entornos abiertos del punto ty, ocurrira sin duda que:
36>0, to € (to — 8,tg + ) S ag (ay(te) — p, s (ty) +p)
Y desde luego:
sit€(to—0,tg+68) =t € ay(ay(ty) — p,ay(to) + p) = ax(t) = ay(ty)
ie:
3§>0/ Vte(ty—96,ty+9), a,(t) = ay(ty)
Y por tanto « alcanza en t; un minimo relativo.
c.s.q.d.

Comprobada la consistencia de nuestra definicion, observemos ahora que en el fondo, quedan
definidos los conceptos de extremos relativos para una curva, en funcion de los extremos
relativos para una funcion real de variable real. Toman de esta forma vigencia para curvas, los
resultados que conocemos relativos a extremos de funciones. Quizas los que mas interesen sean
los dos que enunciamos a continuacion.

Teorema 3.10 Sea « una curva regular plana
a:(a,b) SR - R?
t = a(®) = (ar(®), @ (1)
to € (a, b). Entonces:
Si a alcanza en ty un extremo relativo = a',(ty) =0

Demostracion:
Tomemos una curva regular plana
a:(a,b) > R
t = a(t) = (a1 (1), 22 (1))
to € (a,b). Y supongamos que « alcanza un extremo relativo en t.
Tendremos entonces que a, alcanza un extremo relativo en tg, i.e., tendremos:

ay:(a, b)) S R-> R
t = ay(t)
to € (a,b), a, esdiferenciable entyy @, alcanza un extremo relativo en ty. En virtud
entonces de la condicion necesaria para la existencia de extremo relativo, tendremos que ha de
ocurrir, que: a’,(ty) = 0.
Asi pues:
Si a alcanza un extremo relativo en ¢ty € (a,b) = a',(t) =0

c.s.q.d.
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Tenemos asi una condicion necesaria para la
existencia de extremos relativos para curvas.
Condicion que vuelve a ser no suficiente. Nos puede
servir para probarlo, la curva:

a:(=2,2) » R?
t = a(t) = (t,t3)

Para la cual: a’,(0) = 0y sin embargo no alcanza
ningun extremo relativo en ty = 0

Teorema 3.11 Sea a una curva regular plana.
a:(a,b) € R - R?
t = a(®) = (a1(0), 2z ()
to € (a, b), y supongamos que @, es dos veces diferenciable en t,.
Entonces:
1. Sia'y(ty) =0y a”’,(ty) >0 = «a alcanza un minimo relativo en t,
2. Sid'y(tg) =0y a’,(ty) <0 = a alcanza un maximo relativo en t,

Demostracion:
Tomemos una curva regular plana a
a:(a,b) SR > R?
t = a(t) = (a1 (1), a2 ()

to € (a, b), y supongamos que a, es dos veces diferenciable en el punto t,

1. Supongamos que ocurre ademds, que: a',(ty) =0 y que: a”,(t,) > 0.

Si tomamos entonces: § = min{ty —a,b — ty} > 0 , tendremos que la funcion:

é é
az:[to_i,t0+5:|gR_)R

t = ay(t)
. . 5 5 . 5 5 .
es una funcién continua en [to —ytot 5]’ derivable en (to —5tot 5)’ dos veces derivable
en ty, y ademas: a',(ty) =0 y a’’,(ty) > 0. En virtud entonces de un resultado conocido

sobre extremos de funciones, ocurre que la funcion a, alcanza un minimo relativo en t,. En
consecuencia la curva & alcanza un minimo relativo en t,.

2. De manera analoga, si: a',(t;) =0 y a”,(ty) < 0y volvemos a tomar:
& = min{ty —a,b — ty} > 0 tendremos:

) 6
az:[to_i,t0+z]gR_)R

t = ay(t)
. . S ) . ) ) .
es una funcién continua en [to —ytot E]’ derivable en (to —5tot 5), dos veces derivable
en el punto ty, y ademas: a',(ty) =0 ya'',(t,) <0
Nuevamente, en virtud del resultado mencionado: a, alcanzara un maximo relativo. Entonces la
curva « alcanza en t; un maximo relativo.

c.s.q.d.
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3.3 Concavidad o convexidad de una curva

Vamos a seguir ahora, haciendo un breve comentario sobre convexidad y concavidad para las
curvas regulares planas.

Definicién 3.12 Sea una curva regular plana
a:(4,B) € R - R?
t > a(®) = (a1 (), @, (1))
tal que a4 es inyectiva en (a, b) < (4, B).
Decimos que a es convexa en (a, b) si ocurre:
V¢, d € (a,b), c<d, vVte(cd),
@,(6) — ap(ar (min{a; (), ar (D)D) a,(d) - a(c)
a1 (t) — min{a; (c), a; ()} a;(d) — a;(c)
Decimos que a es concava en (a, b) si ocurre:
V¢, d € (ab), c<d, vVte(cd),
@, (t) — &y (a5 (minfa, (c), ay (D)) RACELAC
a, (t) — min{a, (c), &, (d)} a,(d) — ay(c)

Antes de seguir, vamos a intentar dar una interpretacion geométrica a estas definiciones que
acabamos de enunciar.

Interpretacion geométrica:
Tomemos una curva regular plana:

a:(4,B) € R - R?
t = a(t) = (a1 (t), @ (1))
tal que @4 sea inyectiva en (a, b) € (4, B).
Tomemos: ¢,d € (a,b), c <d y tomemos t € (c,d).
Si consideramos entonces la funcion:
a:lc,d] >R
t - ay(t)
Nos encontramos con que @, es una funcion continua en [c, d] e inyectiva en [c, d]. En virtud
de un resultado que se puede encontrar en cualquier texto de Analisis Matematico I, podemos
asegurar que es a4 una funcion estrictamente mondtona.
Si fuera a4 estrictamente creciente, la definicion de convexidad quedaria:
a;(t) —az(c)  ax(d) —ay(c)
a; (1) —ai(c)  ay(d) — ay(c)
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i.e: la pendiente de la cuerda que pasa por los puntos
(a1(0), a2(0)) y (a1 (8), a2(t)), es mas pequefia que la
pendiente de la cuerda que pasa por los puntos

(“1 (), a, (C)) y (“1 (d), a, (d))

, a(d)

- U(')
a(c){_' 1

Y la definicion de concavidad quedaria:
az(t) —az(c) _ az(d) — ay(c)
a;(0) —ay(c)  ay(d) —ay(c)
i.e: la pendiente de la cuerda que pasa por los puntos
a(t) (al (c), ay (c)) y (a1 (), az(t)) es mayor que la
pendiente de la cuerda que pasa por los puntos

(@1(0), a2(0) ¥ (aa(d), az(d))

he ' é\é PR
] a(d)

24

Y si fuera a, estrictamente decreciente en [c, d], la condicion de convexidad quedaria:
ay(t) — ay(d) < ay(d) — ay(c)
a;(t) —a;(d)  a(d) —ay(c)

F , afc)
7 i.e: ahora la pendiente de la cuerda que pasa por los
f puntos: (a1 ), ay (t)) y (al (d), ay (d)) es mas
' pequena que la pendiente de la cuerda que pasa por los
puntos: (a;(c), 42(c)) y (@ (d), az(d))
" w(t)
otk — —

Mientras que la condicion de concavidad quedaria:
ay(0) —ay(d) _ay(d) — ay(c)
a; () —ay(d) "~ ay(d) —ay(c)
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que asegura que la pendiente de la cuerda que pasa por

los puntos: (al (t), ay (t)) y (a1 (d),a, (d)) €s mayor
que la pendiente de la cuerda que pasa por los puntos:

(al(c)v az(c)) y (a1(d)’ az(d))
‘.'1 a(t)

I'. w(c)

Como vemos en cualquier caso la condicion de convexidad exige que la pendiente de la
cuerda que pasa por los puntos: (a; (c), a,(c)) y (a;(d), a,(d)) sea mayor que la pendiente
de la cuerda que pasa por los puntos (afl (o), az(t)) y

(minfar (©), @ (@), @ (a7 (minfer (@, @ @D)) V¢ € ().

Y la condicion de concavidad exige que la pendiente de la cuerda que pasa por los puntos
(a1 (©), ay (c)) y (a1 (d), ay (d)) sea menor que la pendiente de la cuerda que pasa por los
puntos:

(@@ 0) y (minfa (@), a @) (a7 (minfa ©,a @D)),

Vte(d)
Siguiendo como hasta ahora, vamos a intentar ver que la definicion de concavidad y
convexidad para curvas planas, es consistente con la conocida para funciones:

Teorema 3.13 Sea una curva regular plana

a:(A,B) € R - R?
t > a(®) = (ay(8), a2 (1))
cuya traza es grafo de una funcién f de clase 1. Entonces:
1. aesconvexaen (a,b) € (4,B) < f es convexa en a(a, b)

2. aesconcavaen (a,b) € (4,B) < f esconcavaen a;(a,b)
Demostracién:

Tomemos:

a:(4,B) SR - R?

t = a(t) = (ar(8), a2 (1)
una curva regular plana cuya traza es grafo de una funcion f de clase 1. Sabemos de resultados
anteriores que en estas condiciones:

a'1(t) #0, YVt € (A4 B),y que tal funcion f de clase 1, no es otra que la funcion:

fia;(A,B) SR - R

x = f(x) = (az o a; ) (x)
Ademas, siendo a';(t) # 0, V t € (4, B), ocurre que @4 es una funcion inyectiva en (4, B), y
tiene por tanto sentido hablar de concavidad 6 convexidad para a.

1.-) Supongamos que @ es una curva convexa en (a, b) S (A4, B) y vamos a tomar
x,y € a:(a,b),

x<y, A€(xy)



Capitulo 3. Aplicaciones del calculo diferencial al estudio de curvas regulares planas

Sinduda: 3 ¢ € (a,b), a;(c) =x, 3d € (a,b), a;(d) =y.
Como ademads: a; es continua en (a, b), entonces a;sera continua en el intervalo:
[min{c, d}, max{c, d}]. Y como:
A € [min{a, (min{c, d}), a; (max{c, d})}, max{a, (min{c, d}), a; (max{c,d}}] = [x,y].
Tendremos por la propiedad de los valores intermedios para a4, que:
At € (min{c,d}, max{c,d}), a, () =2

Tenemos pues: ¢,d € (a,b), t € (min{c,d}, max{c, d}). Como por hipdtesis, es a una curva

convexa en (a, b), ocurre entonces que:
a,(t) - ay (a5 (minfa, (minfc, d)), a; (max{c, d})))) _ almax{c, d}) - ay(minfc,d))
a, (t) — min{a; (min{c, d}), a; (max{c, d})} a;(max{c, d}) — a; (min{c, d})

ie:

(® - o(a' ™) _a@-ae

ay(t) —x ay(d) — ay(c)
(') - a7 (@) (i) - az(ait ()
A—x < y—x >
=>f(/1) —f) <f(y) —f)
A—x y—x
Ocurre por tanto que:
vx,y€(cd),x<y VA€ (x,y), setiene: f(/li:];(x) < f(y;:’;(x)

Y en consecuencia f es una funcion convexa en a4 (a, b) en virtud de una caracterizacion para
funciones convexas que conocemos del estudio de funciones reales de variable real .

<) Reciprocamente, supongamos ahora que f es una funcion convexa en a4 (a, b). Y tomemos
¢,d € (a,b), c <d, t € (cd). Tendremos entonces que:

a,(c) € a,(a,b), a;(d) € a;(a,b),y ademas, por ser a; una funcion estrictamente monotona
(porser a'y(t) # 0, Vt € (4,B) y de clase 1), también se tendra que:

a1 (t) € (min{a; (0), a1 (d)}, max{a, (c), a1 ()})

Bien, pues siendo f una funcion convexa en a4 (a, b), tendremos, en virtud de un resultado
conocido:

fla1(®) = f(min{a;(c), a1 (d)}) _ f(max{a;(c), a1 (d)}) — f(min{a,(c), a; (d)})

ay (t) — min{a, (), a; (d)} max{a, (c), a,(d)} — min{a, (c), a; (d)}
a,(8) - @y (@ (min{ay (), e (D) ay(d) — a(c)
a;(t) — minfa, (), a; (d)} ay(d) — ay(c)

i.e, tenemos que: Vc,d € (a,b), c <d, Vt € (c,d), se cumple:
a,(t) — &y (a5 (minfa, (c), ay (D)) ACEIAG)

a1 (t) — min{a, (c), a;(d)} ay(d) — a;(c)
Y portanto a es una curva convexa en (a, b)

2.-) Supongamos ahora que @ es una curva concava en (a, b). Y tomemos
x,y € a;(a, b), x <y, AE(x,y)
Ocurre, en principio:
x € a;(a,b) =3 c € (a,b), a,(c) =x
y €ai(a,b) = 3dE€ (a,b), a(d) =y
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Y si consideramos:
ay: [min{c,d}, max{c,d}] - R
t - ay(t)
Tendremos:
a; es una funcion continua en [min{c, d}, max{c, d}]
1€ (x,y) € [x,y]
= [min{a;(min{c, d}), a; (max{c,d})}, Max{a; (min{c, d}), a; (max{c, d})}]

En virtud entonces del resultado de los valores intermedios:

3t € [min{c, d}, max{c,d}], a(t) =21
Yademas: t#c y t#d
1e.,

At € (min{c,d}, max{c,d}), a,(t) =2
Tenemos pues:

c,d € (a,b), min{c,d} < max{c, d}, t € (min{c, d}, max{c,d})

Y como « es concava en (a, b)

@, (t) — @y (e (minfa (min{c, d}), a; (max{c,dDD))  a,(maxle, d}) — ay(minfc, d3)
a,(t) — min{a, (min{c, d}), a; (max{c,d})} > a, (max{c,d}) — ay;(min{c, d})
- ay(t) — a; (011_1 (x)) S @ (d) — a,(c)

a; (6) —x a;(d) — a;(c)
(a1 D) = (a7 @) (') - ap(ari(x)
= . > = =
ﬁf(ﬂ)—f(x) >f(}’)—f(x)
A—x y—x

ie.,
Vx,y€a(ab), x<y, Ve (xy),
fA) - fx) >f(y) —f(x)
A—x y—Xx
Y por tanto en virtud de un resultado que podemos encontrar en textos de Anélisis Matematico,
es f una funcidn céncava en el intervalo @4 (a, b)

<) Reciprocamente, supongamos ahora que la funciéon f es concava en a, (a, b), y tomemos
¢, d€(ab), c<d y te(cd).
Tendremos:
a,(c) € ay(a,b)
a,(d) € a;(a,b)
Y como a; es estrictamente mondtona en (a, b), también:

a,(t) € (min{a, (¢), a1 (d)}, max{a; (c), a1 (d)})

Como ademas, f es una funcidn concava, por hipdtesis, tenemos:

flaa(®) = f(min{a, (0), ax (D)} Jf (max{a, (c), a1 ()}) — f(min{a,(c), a1 (D)})

ay (t) — min{a,(c), a; (d)} max{a;(c), a;(d)} — min{a; (c), a;(d)}
. f(ai(®) — f(min{a; (c), a; (d)}) S flar(@) = f(a1(0)) .
a4 (t) — min{a, (c), a1 (d)} a;(d) — a;(c)

a,(t) - ay (a7 (min{ay (0), 4, (@)}) ) RACELAC
ay (t) — ay(min{a, (c), a, (d)}) a1(d) — a;(c)
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ie, Vc,d€ (ab), c<d y Vte(cd) secumple:
@, (t) — &y (a5 (minf{ay (), ey (DD)  ay(d) — ay(c)

. >
a; (t) — min{a; (c), a; (d)} ay(d) — ay(c)
Y por tanto es a una curva concava en (a, b)

c.s.q.d.

Vemos de esta forma, como las definiciones de concavidad y convexidad para curvas
regulares planas a, generalizan realmente, al menos cuando a; es una funcion inyectiva, los
conceptos de concavidad y convexidad para funciones (para grafos de funciones).

Ocurre también para una curva «, que determinadas situaciones de concavidad o convexidad
combinadas con situaciones de crecimiento o decrecimiento de las funciones a; y a5,
pueden determinar condiciones suficientes para conocer si la curva a es concava o convexa.
Exponemos ahora algunos resultados que nos muestran estos hechos. Sus pruebas son muy
similares, por lo que s6lo vamos a demostrar algunos de los que enunciaremos. Las
demostraciones de los demas pueden ser un buen ejercicio para el lector.

Teorema 3.14 Sea una curva regular plana
a:(A,B) € R - R?
t = a(t) = (au(®), @z (1))
(a,b) € (A, B). Entonces:
a, es convexaen (a,b)
a, es convexa en (a,b)

1. . . = a es convexaen (a,b)
ay es estrictamente creciente en (a, b)
a, es estrictamente decreciente en (a, b)
ay es convexaen (a,b) \
. a, es convexaen (a,b
2. Si 2 (. /b) } = a es convexa en (a,b)
a, es estrictamente decreciente en (a, b)

a, es estrictamente creciente en (a, b)

Demostracion: Tomemos una curva regular plana
a:(A,B) € R - R?
t > a(t) = (a1 (0), 22(1)
(a,b) € (A,B)
1. Y supongamos que ocutre:
ay es convexa en (a, b)
a, es convexa en (a,b)
a, es estrictamente creciente en (a, b)

a, es estrictamente decreciente en (a, b)

Siendo a; una funcion estrictamente creciente en (a, b), no cabe duda de que a; es inyectiva
en (a, b), y tiene por tanto sentido plantear si @ puede ser convexa 6 concava en el intervalo
(a,b).

Tomemos ¢,d € (a,b), c<d y tE€ (c,d) cualquiera.
Como a; es convexa en (a, b), entonces:
a; (&) —ay(c)  ay(d) —a;(c)
<
t—c d—c

Como t—c>0
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a® a0 < 2090

Como a4(d) — a,(c) > 0, porser a; estrictamente creciente en (a, b), tendremos:
a,(t)—a;(c) t—c
a;(d)—ay(c) d-c

Ahora, de otro lado para la funcién a, ocurre:
a, es convexa en (a, b), entonces:
az () —az(c)  az(d) —az(c)
<

t—c d—c
az(d) — ay(c)
@ (1) —ay(€) < ——J————= (t=0)
Y como a, es estrictamente decreciente en (a, b), a,(d) — a,(c) < 0. Por tanto:

ay(t) —ay(c) S t—c

ay(d) —az(c)  d—c

Como t —c¢ > 0, se tiene:

Tenemos de esta manera, que si:
c,d € (a,b), c<d y tEe€/(cd) entonces:
a(t) —az(c) _t—c _ay(t) —ay(c)
ay(d) —az(c) " d—c  ay(d) —ay(c)

ie., Vec,d€e(ab), c<d, Vte( (cd),

az () — az(c) S a;(t) — a;(c)

az(d) —az(c) = a;(d) —ay(c)
Como a; es estrictamente creciente en (a, b):

ay (t) — az(c) S 1

(az(d) -y (C))(Oﬁ ®) oy (C)) ay(d) —ay(c)

Y como a, es estrictamente decreciente en (a, b):

az(t) — az(c) < a,(d) — az(c)

a;(t) —ai(c)  a;(d) —ay(c)

Tenemos, en resumen: V¢, d € (a,b), c<d, VteE (cd),
@, (t) = @y (e (min{ay (), ar (D) ay(d) — a(c)

- <
a; (t) — min{a; (c), a; (d)} ay(d) —ay(c)
Y por tanto es @ una curva convexa en (a, b).

2. Supongamos ahora que:
a, es convexaen (a,b)
a, es convexaen (a,b)
a, es estrictamente decreciente en (a, b)
a, es estrictamente creciente en (a,b)

Vuelve a ocurrir que 4 es una funcién inyectiva en (a, b), y si tomamos c,d € (a,b), c <d
y t € (¢, d) cualquiera, se tiene:
Deun lado: a; esconvexa en (a, b), entonces:
a; () —a;(d) _ a;(d) —ay(c)
>
t—d d—-c

Como t—d < 0 entonces:
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t—d
a(t) —ay(d) < 1—c (0{1 (d) - a1(C))

Y como a; es estrictamente decreciente en (a, b):
a,(d)—a,;(c)” d—c

De otro lado, como a;, es convexa en (a, b):
az(6) —az(d) _ ay(d) — az(c)
>
t—d d—c

Como t — d < 0, entonces:
t—d
d—c

a,(t) — az(d) <
Y como a, es estrictamente creciente en (a, b):
a,(d) —ay(c) d-c

(az(d) —az (C))

Luego, encadenando las dos desigualdades, tenemos:
ay(t) — ay(d) < t—d <a’1(t)—a1(d)
ay(d) —ay(c) d—c a;(d) —ay(c)
a(0) —ay(d) oy (t) —a;(d)
az(d) —az(c)  ay(d) —ai(c)

Como a; es estrictamente decreciente en (a, b):
az(t) — az(d) < 1
(a1(t) - (d))(a'z (d) —a, (C)) ay(d) — ay(c)

Y como a, es estrictamente creciente en (a, b):
ay(t) — ay(d) < az(d) — a,(c)
a; (1) —a(d)  ay(d) —ay(c)

ie., V¢, d€(ab), c<d, Vte(cd),
ay(t) — ay(d) < ay(d) — az(c)
a,(t) —ay(d)  ay(d) —a;(c)

Entonces: V¢, d € (a,b), c<d, Vte (cd),
a,(8) — &y (a5 (minfa, (c), ay (D)) RACELAC)
a, (t) — minfa, (c), a; (d)} ay(d) — a;(c)

Y por tanto es @ una curva convexa en (a, b).
c.s.q.d.
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Teorema 3.15 Sea una curva regular plana
a:(4,B) € R —» R?
t = a(t) = (ar(t), @z (1)
(a,b) < (A, B). Entonces:
a, es convexa en (a,b)
a, es concava en (a,b)

1. Si . . = a es concavaen (a,b)
a, es estrictamente creciente en (a, b)
a, es estrictamente creciente en (a, b)

ay es convexaen (a,b)
. a, es concava en (a,b) ,

2. Si 2 ! = aes concava en (a,b)
a, es estrictamente decreciente en (a, b)
a, es estrictamente decreciente en (a, b)

Demostracion:

Tomemos una curva regular plana:
a:(4,B) € R - R?
t = a(t) = (a1(8), a2 (1))
(a,b) < (4,B).

1. Y supongamos que ocurre:
ay es convexa en (a,b)
a, es concava en (a,b)
a, es estrictamente creciente en (a, b)
a, es estrictamente creciente en (a, b)

Observemos en principio que si @; es una funcion estrictamente creciente en (a, b) = @, es
inyectiva en (a, b).
Bien, pues tomemos ahora ¢,d € (a,b), c<d y te€E(cd)
Ocurre lo siguiente:
De un lado, como a; es convexa en (a, b):

a;(6) —ay(c)  ay(d) —ay(c)

<
t—c d—c

a;y(d) — a;y(c)
d—

Como t — c > 0. Entonces:

(t—=o)

a;(t) —ay(c) <

Y como a; es estrictamente creciente en (a, b):
a1 (t) — ai(c) < t—c
a,(d)—a;(c) d-c

De otro lado, como @, es concava en (a, b):
ay(t) — az(c) _ ay(d) — ay(c)
>
t—c d—c

ay(d) — ay(c)
d—c

Como t — ¢ > 0, entonces:

(t—o)

ay(t) — az(c) >

Y como «, es estrictamente creciente en (a, b):
az(t) — az(c) S t—c
a,(d) —a,(c)” d—c

ie.,
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ay(t) — ay(c) S t—c S ay(t) — ay(c)

ay(d) —ay(c)  d—c  ay(d) —ay(c)
ay(t) — ay(c) S ay(t) — ay(c)
ay(d) —ay(c)  ay(d) — as(c)

Como a; es estrictamente creciente en (a, b):
az () — az(c) N 1
(az(d) - az(c))(al(t) - al(c)) ay(d) — ay(c)

Y como a, es estrictamente creciente en (a, b):
ay(t) — az(c) _ ay(d) — ay(c)
a,(t) —a () " ay(d) —ay(c)

Luego: V¢, d€(a,b), c<d y Vte(cd) secumple:
az(t) — az(c) S a,(d) — a;(c)
a;(8) —ay(c) "~ ai(d) — ay(c)

Entonces: V¢, d €(a,b), c<d y Vte(cd) secumple:
@, (t) — @y (@ (minf{ay (), ar (DY) ay(d) — a(c)

. >
a1 (t) — min{a; (c), a1 (d)} ay(d) —a;(c)
Y por tanto es @ una curva concava en (a, b).

2. Supongamos ahora que:
ay es convexaen (a,b)
a, es concava en (a,b)
a, es estrictamente decreciente en (a, b)
a, es estrictamente decreciente en (a, b)

Vuelve a ocurrir que @4 es una funcion inyectiva en (a, b)
Y si tomamos ¢,d € (a,b), c<d y t € (c,d),tenemos:
Como a; es convexa en (a, b):
a;(t) —a1(d) _ ai(d) —ai(c)
>

t—d d—c

Como t —d < 0, entonces:
a;(d) — a,(c)

@ - a(d) < EZ—= - d)

Y como a; es estrictamente decreciente en (a, b):
aq (t) - al(d) t—d
a(d)—ay(c)” d—c

De otro lado, como a, es concava en (a, b):
ay(t) —ax(d)  ay(d) —ay(c)
<

t—d d—c
a,(d) — a,(c)
ay(t) —az(d) > %

Y como a, es estrictamente decreciente en (a, b):
ay(t) — ay(d) < t—d
a,(d)—ay(c) d-c

Como t —d < 0, entonces:

(t—d)
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a(t) —ax(d) t—d a;(t) —as(d)

a(d) —az(c) d—c ay(d)—as(c)
ay(t) — ay(d) < a,(t) — a;(d)
ay(d) —az(c)  ay(d) —as(c)

Como a; es estrictamente decreciente en (a, b):
a,(t) — ay(d) < 1
(az O az(c))(al(t) - a1(d)) a;(d) — a;(c)

Y como a, es estrictamente decreciente en (a, b):
a(t) — az(d) S az(d) — ay(c)
a(t) —ay(d) " ay(d) —ay(c)

Asipues: Vc,d €(a,b), c<d y Vte(cd) secumple:
ay(t) — a(d) _ ay(d) — ay(c)
a1 (t) —a;(d) ~ ay(d) —ay(c)

Entonces: Vc,d € (a,b), c¢<d y Vte(c,d) secumple:
a,(6) = (e (min{ey (), a1 () ay(d) — ay ()

p >
a; (t) — min{a, (c), a; (d)} ay(d) — a;(c)
Y en consecuencia, es @ una curva concava en (a, b).

c.s.q.d.

De manera analoga se probarian los dos siguientes resultados:

Teorema 3.16 Sea una curva regular plana:
a:(4,B) € R - R?
t = a(t) = (a(®), (1)
(a,b) <€ (A, B). Entonces:
a, es concava en (a,b)
; a, es convexaen (a,b)
a, es estrictamente creciente en (a, b)
a, es estrictamente creciente en (a, b)

a, es concava en (a,b)
a, es convexaen (a,b)

Si ; :
a, es estrictamente decreciente en (a, b)
a, es estrictamente decreciente en (a, b)

#
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Teorema 3.17 Sea una curva regular plana
a:(4,B) S R - R?
t > a(t) = (a1 (1), a2 (1))
(a,b) S (A, B). Entonces:
a, es concava en (a,b)
a, es concava en (a,b)
a, es estrictamente creciente en (a, b)
a, es estrictamente decreciente en (a, b)

= a es concava en (a, b)

a, es concava en (a,b)
Si a, es concava en (a,b)
! a, es estrictamente decreciente en (a, b)
a, es estrictamente creciente en (a, b)

l = a es concava en (a, b)

#

Desde resultados de diferenciabilidad, conocemos ademads condiciones suficientes para la
concavidad 6 convexidad de una funcion real de variable real y también para su crecimiento 6
decrecimiento. Podemos enunciar utilizandolas, los siguientes resultados, consecuencia de los
anteriores:

Corolario 3.18  Sea una curva regular plana
a:(4,B) € R - R?
t = a(t) = (ar(6), @z (1))
Y supongamos que @; y @, son funciones dos veces diferenciables en
(a,b) < (A, B). Entonces:

a’t(t)>0, vVt € (a, b)\
a’,(t) >0, vt € (ab)

1. Si @) >0, Yt € (a,b) = a esconvexaen (a,b)
a',(t) <0, Vte(ab)
a't(t)>0, Vt € (a,b)

208 ¢ 2(t) >0, VL € (a,b) = «a es convexaen (a,b)

a'i(t) <0, Vt e (ab)
a'5(t) >0, vVte(ab)

Demostracion: Tomemos una curva regular plana

a:(4,B) € R - R?
t = a(t) = (ay(t), az (1))
Y supongamos que tanto @; como a, son funciones dos veces diferenciables en el intervalo
(a,b) € (4, B).

1. Supongamos ademas que ocurre que:
a’ () >0, vte (ab)
a’,(t) >0, VteE(ab)
a'i(t) >0, vte (ab)
a'5(t) <0, vte (ab)
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Tendremos entonces, segun las condiciones suficientes conocidas:
af (t) >0, Vte(ab) = a, esconvexaen (a,b)
a,(t) >0, Vt€ (ab) = a, esconvexaen (a,b)
a'i(t) >0, Vt € (a,b) > ay esestrictamente creciente en (a, b)
a',(t) <0, Vte€E (ab) = a,esestrictamente decreciente en (a,b)

Estamos de esta manera en las condiciones del resultado 3.14, y por tanto en virtud de su tesis,
podemos asegurar que ocurre, que: la curva a es convexa en (a, b).

2. Si suponemos ahora, que:
a’ () >0, Vte(ab)
a', () >0, Vte€(ab)
a'i(t) <0, vte(ab)
a'y(t) >0, Vte€(ab)

Tendremos:
ai(t) >0, vt € (a,b) > a; es convexaen (a,b)
a,(t) >0, Vte€(ab) = a,esconvexaen (a,b)
a'1(t) <0, vVt € (a,b) = a; es estrictamente decreciente en (a, b)
a',(t) >0, V't € (a,b) > a, es estrictamente creciente en (a, b)

Y en virtud nuevamente del resultado 3.14, ahora en su segundo apartado, tendremos que « es

una curva convexa en (a, b).
c.s.q.d.

Corolario 3.19 Sea una curva regular plana
a:(4,B) € R - R?
t > a(t) = (a,(0), (1))
Y supongamos que a; y &, son funciones dos veces diferenciables en el intervalo
(a,b) € (A, B). Entonces:
a1 (t)>0, Vt € (a, b)\
a’,(t) <0, vt € (a,b)

1. Si «()> 0, VtE (ab) = aes concava en (a,b)
a',(t) >0, Vte (ab)
a’i () >0, vVt € (a,b)
n
2.8 ¢ 2(1) <0, V€ (ab) = aesconcavaen (a,b)

a'1(t) <0, Vt € (ab)
a',(t) <0, VteE (ab)
Demostracién: Tomemos una curva regular plana
a:(4,B) € R - R?
t = a(t) = (a; (1), (1))
Y supongamos que las funciones a; y @, son dos veces diferenciables en el intervalo
(a,b) € (4,B).
1. Supongamos que ademas ocurre:
a’i(t) >0, vVte (ab)
a',(t) <0, Vte€(ab)
a'i(t) >0, vte (ab)
a'y(t) >0, Vvte€(ab)
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Tendremos entonces:
a’i(t) >0, vVt € (ab) = a, es convexaen (a,b)
a'’, () <0, vVt € (a,b) = a, es concava en (a, b)
a'i(t) >0, vVt € (a,b) > a, es estrictamente creciente en (a, b)
a',(t) >0, vVt € (a,b) = a, es estrictamente creciente en (a, b)
Estamos, como vemos en las condiciones del resultado 3.15, y seglin su tesis, tendremos que
a es concava en (a, b).

2. Si suponemos ahora:
ai(t) >0, Vte€(ab)
a’,(t) <0, Vte(ab)
a'1(t) <0, vte(ab)
a',(t) <0, Vte(ab)

Ocurrira:
ai(t) >0, vVt € (ab)=> a; es convexaen (a,b)
a,(t) <0, Vte€(ab)=> a,esconcavaen (a,b)
a'i(t) <0, vVt € (a,b) = a, es estrictamente decreciente en (a, b)
a',(t) <0, vVt € (a,b) = a, es estrictamente decreciente en (a, b)

En virtud nuevamente del resultado 3.15, ahora en su segundo apartado, tendremos que « es una

curva concava en (a, b).
c.s.q.d.

Corolario 3.20 Sea una curva regular plana
a:(4,B) € R - R?
t = a(t) = (a,(t), az (1))
Y supongamos que a; Y a, son funciones dos veces diferenciables en el intervalo
(a,b) < (A, B). Entonces:
a’ () <0, vVt e (ab)
a'’,(t) >0, vVt e (a,b)

1. Si dL(t)>0, Ve (ab) = aes convexaen (a,b)
a',(t) >0, vVt € (a,b)
a'1(t) <0, vVt e (ab)
. a';() >0, vVt e (a, b)l
2. Si Ci(D) <0, Vie(ap) [ = O convexaen (a,b)

a',(t) <0, VteE (ab)

Demostraciéon: Tomemos una curva regular plana
a:(A,B) € R - R?
t = a(t) = (a; (), (D))
Y supongamos que &¢; y a, son dos funciones dos veces diferenciables en el intervalo
(a,b) € (4,B).
1. Supongamos que ademas ocurre que:

ai(t) <0, Vte€E(ab)

a,(t) >0, VteE(ab)

a'y(t) >0, Vte€E(ab)

a',(t) >0, Vte(ab)
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Tendremos entonces, que:
a (t) <0, vVt € (ab)=> a, es concava en (a,b)
a’,(t) >0, Vvt € (a,b) = a,es convexa en (a,b)
a'i(t) >0, vVt € (a,b) = a, es estrictamente creciente en (a, b)
a',(t) >0, vVt € (a,b) = a, es estrictamente creciente en (a, b)
Y en virtud del resultado 3.16, podemos asegurar que ocurre que @ es convexa en (a, b)

2. Si suponemos que ocurre:
ai(t) <0, Vte (ab)
a'’,(t) >0, vte(ab)
a'1(t) <0, vVte (ab)
a'5(t) <0, vte(ab)
Tendremos:
a' () <0, Vvt € (a,b) > a; es concava en (a,b)
a’,(t) >0, Vvt € (a,b) = a,es convexa en (a,b)
a1 (t) <0, vVt € (a,b) = a, es estrictamente decreciente en (a, b)
a',(t) <0, vVt € (a,b) = a, es estrictamente decreciente en (a, b)

Y nuevamente, por el resultado 3.16, en su segundo apartado, tenemos que « es una curva

convexa en (a, b).
c.s.q.d.

Corolario 3.21 Sea una curva regular plana
a:(A,B) € R - R?
t = a(t) = (a;(t), (1))
Tal que a; y a, son funciones dos veces diferenciables en el intervalo
(a,b) < (A, B). Entonces:

a’'1(t) <0, V't € (a,b))
a”,(t) <0, Vte(ab) )
a'y(t) >0, VtE (ab) = aescéncavaen (a,b)
a',(t) <0, Vt€E(ab)

a’1(t) <0, VtE(ab)
a’,(t) <0, Vt € (ab)
a'(t) <0, Vte (ab)
a'5(t) >0, Vte (ab)

l = a es concava en (a,b)

Demostraciéon: Tomemos una curva regular plana
a:(4,B) € R - R?
t = a(t) = (a1 (D), az(1))
Y supongamos que tanto @; como @, son funciones dos veces diferenciable en
(a,b) € (A,B).

1. Supongamos ademas que ocurre:
a1 (t) <0, Vte€(ab)
a'’,(t) <0, vte(ab)
a1 (t) >0, Vte (ab)
a',(t) <0, vte(ab)
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Tendremos entonces:
a’ () <0, Vvt € (a,b) = a, es concava en (a,b)
a'’,(t) <0, Vvt € (ab) = a, es concava en (a,b)
a'i(t) >0, vVt € (a,b) = a, es estrictamente creciente en (a, b)
a',(t) <0, vVt € (a,b) = a, es estrictamente decreciente en (a, b)
En virtud del resultado 3.17, podemos asegurar que a es concava en (a, b).

2. Supongamos ahora que ocurre que:
a i (t) <0, vte (ab)
a'’, () <0, vte(ab)
a'1(t) <0, vte(ab)
a',(t) >0, vte(ab)

Tendremos entonces:
a' () <o, Vvt € (a,b) = a; es concava en (a,b)
a’,(t) <0, Vvt € (ab) = a, es concava en (a, b)
a'i(t) <0, vVt € (a,b) = a, es estrictamente decreciente en (a, b)
a',(t) >0, vVt € (a,b) = a, es estrictamente creciente en (a, b)

Y en virtud ahora del segundo apartado del resultado 3.17, podemos asegurar que a es concava

en (a,b)
c.s.q.d

Vamos a finalizar esta seccion enunciando y probando otra condicion suficiente para
determinar si una curva regular plana es convexa 6 es concava en un intervalo.

Teorema 3.22 Sea una curva regular plana
a:(4,B) € R - R?
t = a(t) = (a (), az(1))
Y supongamos que @; y @, son funciones dos veces diferenciable en el intervalo
(a,b) € (A,B) y que ademas a'y(t) #0, Vt € (a,b).
Entonces:
a'1(Ba’; () —a’,(ODa"1(0)

(a'1(®)’

a' (a5 (8) — a'y(Da” 1 ()
(a'1(®)°

1. Si Vte€ (ab), > 0 = a es convexa en (a,b)

2. Si vVte (ab), < 0= aescoéncavaen (a,b)

Demostracion: Tomemos una curva regular plana
a:(A4,B) € R - R?
t - a(t) = (a1 (1), 2y (1))

Y supongamos que a; y @, son funciones dos veces diferenciable en el intervalo
(a,b) € (A, B),yquea’,(t) #0, Vte (ab)

Vamos a suponer, por comodidad para la notacion, que ocurre que
(a,b) = (A, B), i.e., vamos a suponer que:
a:(a,b) » R?
t = a(t) = (ay(t), @y (1))
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es una curva regular plana, que cumple que a; y @, son funciones dos veces diferenciable en

(a,b),y que ademas: a'y(t) # 0, Vt € (a,b).

Sabemos por el resultado 3.1, que bajo estas condiciones, la funcion:

f = (az°a;') definida en a,(a, b), verifica: f € C*(ay(a,b)) y

traz(a) = graf (f).

i.e: a es una curva regular plana cuya traza es grafo de una funcion

f € C*(ay(a,b)).

Vamos a fijarnos entonces en esta funcion f € C 1(0:1 (a, b)).

Tomemos x, € a;(a, b).

Como por 3.1, aj! es diferenciable en x,, y @ es diferenciable en

a7 (x,) € (a, b), tenemos por la regla de la cadena:

(ay o agt) es diferenciable en x, y:

(2 0 @51 (o) = & (@7 (x0)) (@72’ (xo)

i.e: f es diferenciable en xg, y:

_ o (x))

f'(x0) = (az o a7 ") (xo) = 0!'2( 1(%))(“1 D' (x) = —1
1(“1 (xo))

Y esto sinduda V x € a,(a, b)

Luego f es diferenciable en a;(a, b) y:
Of'z(dfl(x))

Vx€a(ab), [f&x= ()
1

Pero bajo nuestras hipdtesis, ocurren mas cosas. Si tomamos x, € a4 (a, b), ocurre:
a;les derivable en x,

, i 1 = (a'y 0 arl) es derivable en x,
a', es derivable en a7 (x,)

También:
ail es derivable en x,

. - = (a'y o arl) es derivable en x,
a'y es derivable en aj 1(x0)}

Y ademas: (a'; o a7 (xg) # 0, pues: a'41(t) #0, Vt€ (a,b)

Por algebra de derivadas tendremos entonces, que la funcion:
(@'z00a7h)
(a 1°ay 1)

[(“ 2001 )] (xo) = °oay 1) (x)(a'y 0 afl)(xo) —(a'y0 0’1_1)(350)(“’1 ° afl)’(xo)
Xo

es derivableenx, y:

[(a'y o a;t)(x0)]?

a 2(a1 1)) (@) (o) a's (a1 (ro) ) — @'z (@ (o) )@s (7 (x0) ) (@) (o)
B [(a'y o ag™)(x0)]? B
a’; (al_l(xo))all(afl(xo)) a'y (al_l(xo))a”l (a[l(xo))

a'y (afl(xo)) B a'y (afl(xo))

e (ar 1(9‘0))]

B auz(afl(xo))all(a& (xo)) -—a 2(0‘1 1(x0))0(”1(a1_1(x0))

CACRENK
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Pero recordemos que:
1 -1
(@'z0a17) o
! -1\ f
(@'yeas™)
Por tanto lo que tenemos es que la funcion f es dos veces diferenciable en x; y que:

a”1(a1_1(xo))a"2 (afl(xo)) —a, (051_1(350))0!”1 (0»’1_1(950))
[0/1 (al_l (xo))]s

f"(xo) =

Y esto ocurre sin duda  V x, € a;(a, b)
i.e., f esuna funcion dos veces diferenciable en a,(a,b), y V x € a,(a,b),,

oy (a7t @)y (e () - a'a(ai () )y (@ @)

£(x) =
[ (a7 ()]

Tenemos en resumen, bajo nuestras hipdtesis, que existe una funcion f, dos veces diferenciable
en ay(a, b), tal que: traz(a) = graf(f) y para la cual:

o (a7 00)a"o (a7 (0)) - @'z (e () as (a1 ()

VvV x € a;(a,b), ") =
' [@'1(a )]’

1. Si suponemos ahora que ademas ocurre que:
a'y (a3 () — a';(D)a’”(t) >

(a1 (®)°

Y tomamos entonces: x € a;(a,b) = a7 (x) € (a,b) =
oy (@i (0))a"y (@i () — aa(ait (0 )a"y (a1 ()
[“'1(“1_1("))]3

0

vVte(ab),

>0=f"(x)>0

i.e., tenemos que @ es una curva regular plana cuya traza es grafo de una funcion f que es
dos veces diferenciable en a; (a, b) y que cumple ademés que: V x € a;(a,b), f"(x) > 0.
Tenemos por tanto que @ es una curva regular plana cuya traza es grafo de una funcion f que
es convexa en a4 (a, b). En virtud entonces de un resultado anterior ocurre obligatoriamente que
a esuna curva convexa en (a, b)

2. Y siocurre que:
a'y (a5 (t) —a';(O)a’”(t) <0

vVte (ab), ( - (t))3
a,

Y tomamos x € a;(a,b) = a7(x) € (a,b) =
o1(a100)a"y (a1 () — (a1 (0))a"y (a1 ()
[« (et @)]’

<0=f"x)<0

i.e., a es una curva regular plana cuya traza es grafo de una funcion f dos veces diferenciable
en a4 (a, b), para la cual:

f"(x) <o, V x € a;(a, b)
Luego a es una curva regular plana cuya traza es grafo de una funcion concava en a4 (a, b).

En virtud entonces del resultado 3.13, ocurre que @ es una curva céncava en (a, b).
c.s.q.d.
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4. Estudio y representacion de algunas curvas clasicas

Algunas curvas regulares planas han llegado hasta nosotros con un nombre propio o
asociadas a algln estudio concreto de relativa importancia. Vamos a dedicar esta seccion del
escrito a recordar algunas de estas curvas, y vamos a utilizar lo aqui expuesto para llegar a su
representacion.

Empecemos con algunos de los ejemplos expuestos en apartados anteriores.

4.1 Circunferencia

Tomemos (a, b) € R? arbitrario y p > 0 cualquiera, y definimos la correspondencia:
a:(0,2m) € R - R?
t-a(t) = (a +pcos(t),b+p sen(t))

Observemos en primer lugar que las funciones:

a;:(021) €S R-> R

t - a(t) =a+pcos(t)
a,:(02n) < R->R
t - ay(t) =b+ psen(t)
Son ambas funciones de clase 1 en (0,2m), i.e: ay,a, € C1(0,2m).
Ademas:
Vvt € (0,2m), a',(t) = —p sen(t)
vt e (0,2m), a',(t) = p cos(t)

Por lo que ocurre que V t € (0,27), (af’l(t), a', (t)) # (0,0), pues si existiera t € (0,2m),

(a’l(t),a’z(t)) = (0,0) >3t € (0,2m), (—p sen(t), p cos(t)) = (0,0)
Entonces:

—psen(t) =0
3t € (0,2m), y =>—psen(t) =0=>t=m
pcos(t) =0

Perosi t=m = pcos(t) =pcos(m)=—p+0

Vemos asi, como aq,a, € C1(0,2m), y ademas:
Vte (0!271-)! (all (t)!aIZ (t)) * (010)

Por lo que deducimos que a es una curva regular plana.

Bien pues vamos a intentar representar su traza en el plano R?
Observemos en principio lo siguiente:
Vte(02r),-1<cos(t) <1 =>-p<pcost)<p =
vt e (0,2m), a—p<a+pcost)<a+p
ie.,
vte(02n),a—p<a,;(t)<a+p=>Vte(0.2n), a,(t) € [a—p,a+p]
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Andlogamente:
Vte(02r),—-1<sen(t)<1=>-p<psen(t)<p =
vt e (0,2m), b—p<b+psen(t)<b+p
ie.,
vVte(02n),b—p<a,t)<b+p=>Vte (0.2n), a,(t)e[b—p,b+p]

Ocurre pues:
vt e (0,2m), (al (), a, (t)) €Ela—p,a+p]lx[b—pb+p]

Y por tanto:
traz(a) = {(a,(0), ax(¥)), te(02m)}<[a—p,a+plx[b—p,b+p]

La traza de nuestra curva se encuentra por tanto dentro del rectangulo del plano:
[a—p,a+p]x[b—p,b+p]

Si afinamos algo mas, tenemos:
. T 0<cos(t)<1 {0 <pcos(t)<p
Stte (0’2] i{OSsen(t) <1 = 0<psen(t)<p
a<a+pcos(t)<a+p
{b <b+psen(t) <b+p = (ay(8), ay(t)) € [a,a + p] X [b,b + p]

. i —1<cos(t) <0 —p<pcos(t) <0
St tE(Z'n]=>{0Ssen(t)S1 ﬁ{OSpsen(t)Sp
a—-p<a+pcos(t)<a _
:{bsb+psen(t)sb+p=>a(t)e[a p.al x[b,b+pl

. 3n —1<cos(t) <0 (—p<pcos(t)<0
Stte (ﬂ' 2]=>{—1 < sen(t) SOﬁ{—pSpsen(t) <0

{a—p§a+pCOS(t)Sa:> a(t) € [a—p,al x [b—p,b]

> b—p<b+psen(t)<b

. 3n 0<cos(t) <1 0<pcos(t)<p
Psite (—,Zn) > {—1 <sen(t) <0 > {—p <psen(t) <0 =

{a$a+pcos(t)Sa+p

b—pr+psen(t)Sb$a(t)e [a,a + p] x [b—p,b]

En resumen, tenemos:
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O,g] [a,a+ p] x [b,b + p]

b+ [ a( ) [a—p,a] X [b,b + p]
o{m/2m]| cul0i2]
b B 1(1.(?‘11:!272@ @ ( ) la—p,a] x[b—p,b]
b—p oa(*rcﬁ”":fzJi a (( 5 21‘[>> [a,a + p] X [b— p,b]
Cl—p qa a+p

Tenemos con lo anterior, una buena idea de
donde se encuentra la traza de nuestra curva.

Para estudiar su crecimiento, podemos estudiar el cociente de las derivadas de las funciones a,
y a;.

Ocurre, que:
vte (0,2m), ay(t) = —p sen(t)
vte(0,2m), ay(t) = p cos(t)
Ahora:
aj(t) =—psen(t) =0 sen(t)=0et=mn
T 3
(Ié(t)ZpCOS(t)ZOHCOS(t)ZOHtZE ) t=7

Siendo ademés las funciones a7 y a4 continuas en (0,27), ocurre segun el teorema de
Bolzano, que:

a1 no puede cambiar de signo en el intervalo (0, )
a; no puede cambiar de signo en el intervalo (1, 27)

Y también:

aj no puede cambiar de signo en el intervalo (O, g)

. . . T 37
a; no puede cambiar de signo en el intervalo (5,7)

. . . 31
a3 no puede cambiar de signo en el intervalo (?, 211)

En base a esto, podemos hacer la siguiente tabla para estudiar el signo de nuestro cociente:

T T 3 3n
(°3) G~ (=3) (5 2r)
ay (t) - - + +
as(t) + - - +
as(t) - + - +
a; (t)

En virtud entonces del resultado 3.6, podemos asegurar, lo siguiente:

az(t) T . .
n Vte (O, —) = a es estrictamente decreciente en ( )
a;(t) 2
as(t) T
n >0, Vte (—,n) = «a es estrictamente creciente en ( )
a; (t) 2
ay(t 3w 3
?( ) <0, Vte (T[, —) = a es estrictamente decreciente en ( ,—)
a;(t) 2 2
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aj(t) 3 ) ) 3
. >0, Vte (—, 27'[) = a es estrictamente creciente en (—, 271)
a; (t) 2 2

Para estudiar sus extremos, hemos de estudiar los extremos de la funcion a,.

T 3
ajy(t) = pcos(t) = 0 & cos(t) =0<—>t=5 6 t=7
ay (t) = —p sen(t), vt € (0,2m)
Y ahora:
n (MY 2 ™_ _
a; (E) = psen(z) =—p<0
» <3n> _ (3n) = p>0
ay (5 )=—psen(—|=p
Tenemos entonces en virtud del resultado 3.11, lo siguiente:
7 v I . .
as (5) =0, ay (E) <0 = aalcanzaent, = 5 unmaximo relativo
., (3T L, (3T 3 . .
a; (7) =0, a; (7> >0 = aalcanzaent; = - unminimo relativo

Concretamente estos puntos corresponden a los puntos de la traza de la curva siguientes:
el maximo relativo a(ty) = a (z) =(a+pcos (E) ,b+psen (E) =(a,b+p)
2 2 2

3 3 3
el minimo relativo a(t;) = « (7) = (a + p cos (7) ,b+ psen <7>> =(a,b—p)

Por 1ltimo para hacer un estudio sobre su concavidad o convexidad (sobre su curvatura), puesto
que a@; y a, son ambas dos veces diferenciables en (0,27), vamos a empezar estudiando los
signosde ;"' y de aj.

ai' (t) = —p cos(t), vt e (0,2m)

ay (t) = —p sen(t), vte (0,2m)

Tenemos, que:

ay' (t) - + + -

ay (t) - - + +

Si estudiamos ahora, conjuntamente y por cuadrantes, los signos de las primeras y segundas
derivadas de las funciones a; y a5, tendremos, en virtud de los resultados 3.18 a 3.21, lo
siguiente:
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ai' (t) <0,

ay (t) <0,

ai'(t) >0,
ay (t) <0,
ai(t) <0,

ay(t) <0,

ai (t) >0,
ay (t) >0,
a;(t) >0,

aj(t) <0,

ai(t) <0,
ay (t) >0,
ai(t) >0,

ay(t) >0,
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i
= (3.21) a es concava en (0, E)

T
= (3.19) a es concava en (E'T[)

T
= (3.18) a es convexa en (r[, —)

3
= (3.20) a es convexa en (7, Zn)

Conocido todo lo anterior, podemos hacer el siguiente esbozo de la traza de nuestra curva
regular plana, que no es otra que la circunferencia centrada en el punto (a, b) € R? y de

radio p > 0.
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olt) (1 + 3cos(t),2 + 3sen(t))

0<t< 21

4.2 Espiral de Arquimedes

Esta curva toma su nombre en honor al Matematico griego Arquimedes, que estudi6 sus
propiedades alla por el siglo IIT a. C.

Se describe en coordenadas polares como la curva formada por los puntos del plano polar,
cuyo radio polar, es proporcional a su argumento polar.

Si tomamos entonces la funcion:

f:(0,2m) € R - (0,2m)
60— f(O)=20

La espiral de Arquimedes correspondiente sera el grafo de f en coordenadas polares:

grafpol(f) = {(f(e)! 9)!1 0 € (0'27-[)}

Dado que la funcion f es de clase 1 en (0,2m),, asegura el resultado 2.4, que la funcion:
a:(0,27) € R » R?
8 - a(0) = (f(6) cos(0),f(0) sen())
es una curva regular plana, cuya traza coincide con la representacion cartesiana del grafo de f
en coordenadas polares.

Tenemos de esta manera que la traza de la curva « es la representacion cartesiana de la espiral
de Arquimedes.

Vamos a intentar representarla en el plano cartesiano, con todo lo aprendido en los apartados
anteriores.

Consideremos entonces la curva regular plana, definida de la siguiente manera:
a:(0,2m) € R » R?
t > a(t) = (t cos(t), t sen(t))

Empecemos estudiando las regiones de R? donde se encuentra su traza.
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0<cos(h<1 |0Steos@®=t<

fis
Sitel(0,=| =
( 2] 0<sen(t) <1 0<tsen(t) <t<

YIS

Por tanto:
Site (o,g] = a(t) € [o,g] x [o,g]

Site (E ] N {—1 <cos(t) <0 {—t <tcos(t) <0 {—TE <tcos(t) <0
i T 0<sen(t) <1 0<tsen(t)<t 0<tsen(t)<m
Por tanto:

Site (g,n] = a(t) € [-m, 0] x [0, 7]

s
. ( 3”] {—1 <cos(t) <0 {—t <tcos(t) <0 <tcos(t) <0
Site - = =

-1< < —t < < -3
1<sen(t) <0 t<tsen(t)<0 T < tsen(t) <0

S't€< 3m te[_3” o]x[_gn 0]
' "'2] OR o 2’

Y -te<3_”2> {OScos(t)Sl =>{OStcos(t)St ﬁ{OStcos(t)gzn
> " —1<sen(t) <0 " (-t<tsen(t)<0

Por tanto:

Por tanto:

Site (37" 27t) = a(t) € [0.2] x [~2m, 0]

a2 ) En resumen, tenemos:
T
o a(03) = [o3]x[03]
* ( ) —m, 0] x [0, ]

o «(mg) e[ o) <[

e (7 )g[ 21 x [~2m,

Por otro lado:
Vs
al(t)=0<—>tcos(t)=0<—>cos(t)=0<—>t=5 O6t=—

ie.,
3

parat=—= 06 t= - ocurre a () =0

N R

y por tanto traz(a) corta al eje OY.
Esto ocurre concretamente en los puntos:

«(%)- (g cos (3).5 sen (g)) =(03)

—2n <tsen(t) <0

g

0]
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o) - () e (20) - (-2

a,t)=0otsen(t) =0 sen(t) =0ot=mx
i.e., para t =m, ocurre que a,(t) =0 vy portanto traz(a) corta al eje OX
Concretamente, ocurre esto en:
a(n) = (m cos(n), m sen(m)) = (-, 0)

También:

Vamos a seguir ahora estudiando su crecimiento. Para ello vamos a estudiar el signo de las
funciones: a; y aj.
vt € (0,2m), ay(t) = cos(t) — t sen(t)
vt e (0,2m), aj(t) = sen(t) + t cos(t)

Empecemos por ejemplo por a1 (t). Y lo vamos a hacer en principio en [O, g]

Vamos a considerar la funcion:
T
iy [O’E] cCR->R

t - B11(t) = cos(t) — t sen(t)
Ocurre lo siguiente:

[11 es continua en [O,E]
2

B11 es derivable en (0, E)
2

Vte (O, g) Bi1(t) = —sen(t) — sen(t) — t cos(t) = —2 sen(t) — t cos(t)

Ycomo VteE (0, g), t>0, sen(t) >0 y cos(t) > 0, tendremos:
. T[ . n
P11 es continua en [O, E]' P11 es derivable en (0, E) y
Ve (og) Bl () = =2 sen(t) — t cos(t) < 0

Por una consecuencia del Teorema del Valor Medio de Lagrange, podemos asegurar entonces

.y . . ™
que B;1 es una funcion estrictamente decreciente en [O, E]'

De otro lado: B;,(0) = cos(0) —0sen(0)=1>0

b1 (g) = cos(g)—g sen(g) = —g< 0

Abhora, en virtud del resultado de Bolzano:
it € (O,g), B11(t1) =0
Y siendo ademas 1, estrictamente decreciente en [0,%], podemos concluir, que:
g€ (o,g), Bua(t) =0
Ahora, como B11(t) = ai(t),, VteE (0, g) ocurre:
a{ es estrictamente decreciente en (O, z)

2
ERN e(o,g), ai(t) =0

Y desde luego:
Site(0,t) 20<t<t;>a1(t) >a1(t;)=0=2>a:1(t) >0
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T s
Site (tl'f) >t <t< > Sa)<ai(t)=0=>a1(t) <0

©.t) )

(1)

+

2

En (E , n) ocurre para el signo de a; (t) lo siguiente:

T /i
VtE(E,n), cos(t) <0 VtE(E,n), Cos(t)<0:
VtE(g,n), sen(t) >0 VtE(g,n),—tsen(t)<0

Vte (gn) ap(t) = cos(t) —tsen(t) <0
0,t) (tl_ g) (g, n)
ai(t) + - -

3T
En (n, 7) ocurre:

Si notamos por S5 a la funcion definida en la forma:

Tendremos:

y V te (7[ )
! 2 !
Pero:

site(m—
(v

Tenemos asi:

vee ()
”,2 ,

37T) {sen(t) <0 {—2 sen(t) >0

3m
Bis: [H'T] CR-R
t = B13(t) = cos(t) — t sen(t)

3
B13 es continua en [n,7
. 3

P13 es derivable en (n, 7)

Bi3(t) = —sen(t) — sen(t) — t cos(t) = —2 sen(t) — t cos(t)

= —2sen(t) —tcos(t) >0

cos(t) <0 —tcos(t)>0

3m
B13 es continua en [n, 7]

3
P13 es derivable en (n, 7)

Bi3(t) = —2sen(t) —t cos(t) >0

En virtud de una consecuencia del Teorema del Valor Medio de Lagrange, tendremos que [5;3

., . . 3T
es una funcidn estrictamente creciente en [n, ?].

Ademas:

P13(m) = cos(m) —m sen(m) = -1 <0

(3n)_ (311) 3 (3n)_3n>0
[)’132—6052 2senz—2
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98

En virtud ahora del Teorema de Bolzano, tendremos:
3
dts € (77’7)’ Bi3(t3) =0

. . . 31
Uniendo esto al hecho de que 13 es estrictamente creciente en [n, 7], tenemos:

3w
3 ! t3 € (T[,?), ‘813(t3) = 0

3
Y como realmente: B3(t) = aj(t), Vte [TL’, 7”], tendremos:
, iy . . 3m
aj es una funcién estrictamente creciente en Ly

3t e (n )

: =),
3 2

Y desde luego, en estas condiciones:

Site(mtz) @n<t<tz=>a1(t)<ai;(t;) =0=>a1(t) <0

a;(t3) =0

3
Site <t3,7) Sty <t=>0=ai(t;) <a1(t) = ai(t) >0

T 3T
W WY | 60 [ 0 | 65
a;y(t) + — — — +
En (32—7T 271) ocurre:
) 3n cos(t) >0 cos(t) >0
Stte (7' 2”) z {sen(t) <0” {—t sen(t) >0 = cos(t) —tsen(t) > 0

3
vee(

—, 21

).

En resumen, el signo de la funcion a; en (0,27), queda de la siguiente manera:

aj(t) = cos(t) —tsen(t) >0

(0' tl)

(

¢ VA
1'2

)

(

27)

(m, t3)

3m
(27

)

+

a;(t) +

Hemos descubierto ademas en la traza de @, dos puntos de tangente vertical, corresponderian a
a(t;) y a(ts), puesto que ocurre que:

xut)=0 y a3 =0

Vamos a estudiar ahora el signo de la funcion a5 (t).
vte (0,2m), ay(t) = sen(t) + t cos(t)
En (0, E) ocurre:
2

Site (Og) N {sen(t) >0 N { sen(t) >0

cos(t) > 0 =\t cos(t) > 0 = SENM) +tcos(t) >0

i.e:

/s
Vte (O, E)' ay(t) = sen(t) + t cos(t) >0
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ay(t) +

s
En (E,n) ocurre:
Si tomamos la funcion:
T
= c
BZZ.[Z,T[] CR-R

t = By (t) = sen(t) +t cos(t)
Tenemos:

(s
P22 es una funcién continua en [E' n]
.7 . . T[
P22 es una funcién diferenciable en (E’ n) y

Vte (g,n), B3 (t) = cos(t) + cos(t) — t sen(t) = 2 cos(t) — t sen(t)

Ademas:

Site (E‘T[) N {cos(t) <0 - { 2cos(t) <0

sen(t) >0 = l—tsen(t) < 0 = 2 05O —tsen(t) <0

ie.,
T
B2, es continua en [E' n]
B2, es derivable en (E rr) yVte (E 71) B2 (t) <0
>:T) 50T
Segtin una consecuencia del Teorema del Valor Medio de Lagrange, tendremos que:

/s
B, es una funcién estrictamente decreciente en [E,n]

De otro lado:

B2 (g) = sen (g) +g cos (g) =1>0
B22(m) = sen(m) + m cos(n) = —w < 0

Seguin el resultado de Bolzano, ocurrira también:
i € (g,n), B22(t2) =0

Como ademas es f3,, estrictamente decreciente en E, T[], lo que ocurre es que:
3! tze(g,ﬂ), B22(t2) =0

Y como realmente es B, (t) = a3 (t) VtE€ (g, n), tendremos:

7 7
a; es estrictamente decreciente en (En) I, € (En) ay(t,) =0
Y ademas:
. T n ! ! !
Site (E,tz) 25 <t<t = a0) > a3(6) = 0= a(0) >0

Site(ty,m)>t,<t<m=0=a3(t,)>ay(t) > a3(t) <0

Tendremos:

(E , tz) (tZI 71')
ay(t) + + -
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3T
En (m, - ) ocurre:

) 3n sen(t) <0 sen(t) <0
Stte <T['7) z {cos(t) <0 ™ {t cos(t) <0 = sen(t) + tcos(t) <0
ie:

3
Vte (n, 7), ajy(t) = sen(t) + tcos(t) <0

G | 7 [ (5

a;(t) + + - -

En (3—7[ 2n) ocurre:
2
Si tomamos la funcion:
3n
ﬁ24_: [7,27‘[] CR->R

t = Baa(t) = sen(t) + t cos(t)
Tendremos:

3
B,4 es continua en [7, 271]
. 3 3 ,
B4 es derivable en (7, 27'[) y VtE <?, 27r>, Ba(t) = 2 cos(t) — t sen(t)

Pero:

. 3n cos(t) >0 2 cos(t) >0
Site (7,211) = {sen(t) <0 = {—t sen(t) > 0 = 2cos(t) —tsen(t) >0

) 3m
P24 es continua en [7, 211]

3 3
B4 es derivable en <7, 2n> yVte (7, 271), Bo.(t) >0

En virtud de una consecuencia del Teorema del Valor Medio de Lagrange, ocurrira:

3m
P24 esuna funcién estrictamente creciente en [7, 27'[]

También se tiene:

(371) _ (3n) + 3w (3n> —_1<0
Boa > = sen > 2Cos > ) =

Bos(2m) = sen(2m) + 2w cos(2m) =2 > 0

Por tanto en virtud del teorema de Bolzano:

3m
3 t4 € (7, 21‘[), ﬁ24(t4) = 0

. . . . 3
Y siendo f3,4 una funcion estrictamente creciente en [7, 21{], tenemos:

3m
3! t4 € (7, ZT[), ﬁ24(t4) =0
31

Como ocurre que By, (t) = a3(t), Vte (?, 27r), lo que tendremos es lo siguiente:

3 3
aj es estrictamente creciente en (7, 271) y 3t € (7, 271), ay(ty) =0
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Ademas:

) 3 3
Site (7,t4) =>7< t<ty=>a;t) <ay(ty) =0=a3(t) <0

Sit€(ty,2m)=>t, <t <2m=0=ay(ty) <ay(t) = ay(t) >0
El signo de la funcion a; queda en resumen de la siguiente manera:

D[ G [ @ [ o) () |
a(t) + + - — — +

Ademas hemos descubierto que solo hay dos puntos t € (0,27) para los cuales: a;(t) = 0,
i.e., s6lo hay dos puntos de la traza de @ donde su tangente es horizontal, ¢ visto de otra forma,

solo hay dos candidatos a extremos: t, € (g, n) y t4 € (32—n 27r).

Como aj (t) = B, (t) = 2 cos(t) —tsen(t) <0, VtE (g,n)

Y al(t) =B (t) = 2cos(t) —tsen(t) >0, Vte (32—" Zn)
Tendremos:

ay(t;) =0 vy aj(ty) =2cos(ty) —ty sen(ty,) <0 =
« alcanza en t, un maximo relativo.

ay(ty) =0 y  ay(ty) =2cos(ty) —ty sen(ty,) > 0=
a alcanza en t, un minimo relativo.

Para finalizar con el estudio del crecimiento, hagamos la siguiente tabla:

(0' tl) (tl' E)

G.t) | C2m | @e) (t3,3_”> (3_”%) (t4, 210)

2 2 2 2
ay(t) + + + - - - - +
aq(t) + - - - - + + +
a5 (t) + - - + + - - +
2 (1)

Tenemos con todo lo anterior:
a es estrictamente creciente en (0, t;)
. . T
a es estrictamente decreciente en (tpg)
. . T
es estrictamente decreciente en (E ) tz)

es estrictamente creciente en (t,, )
es estrictamente creciente en (7, t3)

RKR R R

. . 3
es estrictamente decreciente en (tg, 7)

. . 3
a es estrictamente decreciente en (7, t4)

a es estrictamente creciente en (t,, 27)

En t; y tstenemos dos puntos de traz(a) con tangente vertical.

En t, y t, tenemos dos puntos de traz(a) con tangente horizontal, y ademas a alcanza
un maximo relativo en t, y un minimo relativo en t,.
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Para estudiar por ultimo las regiones de concavidad 6 convexidad de la curva @, vamos a

estudiar el signo de la funcion:
a1 (t) ay (t) — az(Day' (t)

(& ®)’°

Tenemos:
ay(t) = cos(t) — t sen(t), vt e (0,2m)
as(t) = sen(t) + t cos(t), vte(0,2m)

Ocurre desde luego que tanto ; como a3 son funciones diferenciables en (0,27) y

Vvt e (0,2m),

ai (t) = —sen(t) — sen(t) — t cos(t) = —2 sen(t) — t cos(t)
ay (t) = cos(t) + cos(t) — t sen(t) = 2 cos(t) — t sen(t)

Entonces, si t € (0,27), tendremos:
ai(t) az (t) — az(8) ay' (8) =

(cos(t) — t sen(t))(2cos(t) — t sen(t)) + (sen(t) + t cos(t))(2sen(t) + t cos(t))
= 2co0s?(t) — t sen(t) cos(t) — 2t sen(t) cos(t) + t? sen?(t) + 2 sen?(t) +

+ t sen(t) cos(t) + 2t sen(t) cos(t) + t2 cos?(t) =

=2 (cos?(t) + sen?(t)) + t* (sen?(t) + cos?(t)) = 2 + t2

ie:

vt € (0,2m), ar(t) ay (t) —a,(Day () =2+t2>0

Podemos hacer ahora entonces la siguiente tabla:

O 1 (0g) | Gm) | @9 | (67) | (520)
o (Day (8) — a;()ay' (1) + ¥ n n " -
(a1(®)’ + - - - T ¥
(a1 (Day () — az(Day (D) + - — Z n n
(@1 ()’

Tenemos de esta forma, resumiendo:
a:(0,2m) - R? es una curva regular plana, que cumple:
ai(t) #0, vite(,t)
a, y a, son dos veces diferenciables en (0, t;), y ademas:
ai(t)ay (t) — az(O)ay' () S

(e (@®)’

vte,t), 0

En virtud del resultado 3.22, podemos asegurar que la curva a es convexa en (0, t;)

De la misma manera, tenemos:
a:(0,2m) — R? es una curva regular plana, que cumple:
ay(t) #0,  VtE(tg,t3)
a, y a, son dos veces diferenciables en (¢4, t3), y ademas:
1 (Oaz (1) — z(Oa'(®) _
(@)’

En virtud del mismo resultado, tendremos que @ es concava en (tq, t3).

0

VtE (t1,t3),
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Y también tenemos:
a:(0,2m) — R? es una curva regular plana, que cumple:
ai(t) #0, vVt e (t3,2m)
a, y @, son dos veces diferenciables en (t3, 2m), y ademas:
a1 (Daz () — az(Oay' (1) >0

(e, (®)°

Vte (t3, 277.'),
Y por tanto a@ es convexa en (tg, 27).

Ahora ya, con toda la informacion anterior, podemos hacer el siguiente esbozo de la traza
de a.

>

alt) = (tecos(t). tsen(t))

4.3 Cardioide

La cardioide es la curva que describe un punto de una circunferencia que rueda sobre otra de
igual radio.
En coordenadas polares ya quedo descrita en uno de los ejemplos de un apartado anterior.
Para su representacion, consideramos la correspondencia siguiente:
a: (—m,m) € R - R?
t-a(t) = (a(l + cos(t)) cos(t), a(l + cos(t)) sen(t))
Siendo a € R, a > 0.

En principio, las funciones:

a,(t) = a(l + cos(t)) cos(t), VteE(—mm)

a,(t) = a(1+ cos(t)) sen(t), Vte (-mmn)
Son, sin duda, por algebra de funciones continuas y por algebra de derivadas, dos funciones
continuas y derivables en (—m, 7). Ademas:

vte(-mn), ai(t) = (—asen(t)) cos(t) —a(l + cos(t)) sen(t) =
=-a sen(t)(cos(t) +1+ cos(t)) =—-a sen(t)(l +2 cos(t))
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vte (—mm), aj(t) = —a sen(t) sen(t) + a(l + Cos(t)) cos(t) =
= —asen?(t) + a cos(t) + a cos?(t) = a(cos(t) + cos?(t) — sen?(t)) =
= a(cos(t) + cos(2t))
ie.,
vte(-mmn), ai(t) =—asen(t)(1+ 2 cos(t))
vVte (—mmn), ay(t) = a(cos(t) + Cos(Zt))

Y a; y a@j son funciones continuas en (—1, 1), nuevamente por algebra y composicion de
funciones continuas.

Mas aln, si t € (—m, 1),

sen(t) =0
aj(t) = —asen(t) (1 + 2cos(t)) =0 & ) o
1+2cos(t)=0
=0 t=0
sen(t) =0 sen T t__Z_n
=3 [ 1) = 0 “ - 3
1
2 cos(t) = -1 cos(t) = —= 2T
2 t = ?

Pero:
a5(0) = a(cos(0) + cos(0)) = 2a # 0

s (-2) = o cos (25 cos (7)) = s () weos (41 -

=a (—% + cos (n +g)> =a <—% + cos(m) cos (g) — sen(m) sen g)) =

(2 Y men=amo

a; (2?”) =a <COS (2?”) + cos (%)) =a <—% + cos (71 + g)) =
=a <—% + cos(m) cos (g) — sen(m) sen (g)) =a (—% _ %) ——a=%0

Deducimos de lo anterior que:
vie(-mn), (ai(0),a5(t)) # (0,0)
Y por tanto es @, en efecto una curva regular plana.

En realidad, hemos descubierto ademas que en la traza de « hay tres puntos de tangente vertical,

los correspondientes a los valores del parametro: — 2?" 0y 2?”, pues:
, 2m , , (2T
@(-3)=0  do=0  a(F)=o0

Vamos a intentar ahora, hacernos una idea de las regiones del plano en las que se encuentra
nuestra curva.

T
Si tE(—n,—E),—lﬁcos(t)SO:~O$1+cos(t)Slz>

= —1 < cos(t) < (1 + cos(t)) cos(t) < 0= —1 < (1 + cos(t)) cos(t) <0 =
= —a<a(l+cos(t))cos(t) <0=>—-a<a;(t) <0
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Y también:
0<1+cos(t)<1
—1<sen(t) <0 }
= —1<(1+cos(t)) sen(t) < 0= —a < a(l+cos(t))sen(t) <0=
=>-—a<a(t)<0
Luego:

site(-m —g) = a(t) € [~a,0] X [~a,0]
Si te(—g,o), 0<cos(t) <1=1<(1+cos(t))<2=

= cos(t) < (1 + cos(t)) cos(t) <2cos(t) >0< (1 + cos(t)) cos(t) <2
=0 <a(l+cost))cos(t) <2a=0<a,(t) <2a

Y también:
1< (14 cos(t)) <2
—1<sen(t) <0
> —-2<2sen(t) < (1 + cos(t)) sen(t) <sen(t) <0=
= —2a < a1+ cos(t))sen(t) 0= —-2a < a,(t) <0

} = sen(t) = (1 + cos(t)) sen(t) = 2 sen(t) =

Luego:
v
Site (_E'O) = a(t) € [0,2a] X [-2a, 0]

i
SitE(O,E), 0<cos(t) <1>1<1+cos(t)<2>

= cos(t) < (1 + cos(t)) cos(t) <2cos(t)=0< (1 + cos(t)) cos(t) <2=
=0 < a(1l+ cos(t)) cos(t) <2a=0<ay(t) <2a

Y también:
1< (1 + Cos(t)) <2
0<sen(t) <1
=0 < (14 cos(t))sen(t) <2=0<ay(t) <2a

} = sen(t) < (1 + cos(t)) sen(t) < 2 sen(t) =

Luego:
V3
Site (O'E) = a(t) € [0,2a] x [0,2a]

7
Si tE(E,rr),,—1Scos(t) <0=>0<1+4+cos(t)<1=

=0=> (1 + cos(t)) cos(t) =cos(t) =2—-1 =>-1< (1 + Cos(t)) cos(t) <0=>
=>—a< a(l + cos(t)) cos(t) <0=>—-a<a(t) <0

Y también:
< <
0= (1 + cos(t)) =1 =>0< (1 + cos(t)) sen(t) <sen(t) <1=
0<sen(x)<1
0<a(l+cos(t))sen(t) <a=0<a,(t)<a
Luego:

Site (g,n) = a(t) € [—a,0] x [0,a]
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o, " -+
2a Intentemos ver ahora si la traza de nuestra
| 1 curva corta a los ejes.
. al a0, ) a;(t) =0 o a(1+cos(t)) cos(t) =0
) {1 +cos(t) =0
U d
Mg &8 cos(t) =0
NI S S s =1
—a | 2a cos(t) =0
f, Pero: Vt € (—m,m), cos(t) # —1
) SRR | ol .;’l 0] Luego:
= S a,;(t) =0 cos(t) =0
t E s t T
=—— 0 = —
2a ¢ 2 2

Por tanto: traz(a) corta al eje OY en los puntos:

o(-3) = (o1 cos(-3) eos (-5) a1+ cos(-5)) sen- g)) _

=(a.1.0,a.1.(-1)) = (0,—a)

)= (a4 cosG)) cosG) a1+ cos3)) sen3)) -

= (a.1.0,a.1.1) = (0,a)

Para el eje 0X, tenemos:
1+ cos(t) =0
a,(t) =0 o a(1+ cos(t)) sen(t) =0 & { sen( =0 sen(t) =0t =0
Por tanto: traz(a) corta al eje 0X en el punto:

a(0) = (a(l + cos(0)) cos(0), a(1 + cos(0)) sen(O)) =(a.2.1,a.2.0) = (2a,0)

Para estudiar su crecimiento, intentemos conocer los signos de las funciones a7 y a5.
a;i(t) = —a sen(t) (1 + cos(t)),, vVte(-mm)
ay(t) = a(cos(t) + cos(2t)),  Vte (-mm)

Hemos visto ya como ocurre, que:

ait) =014 t=
_2m

3
Y desde luego, siendo @7 una funcién continua en (—, ), no puede haber cambios de signo

. . -2 . 2
entre dos ceros consecutivos de la funcion, ni entre -y Tn ,ni entre ?n y 7 (por el teorema
de Bolzano, por ejemplo).

De otro lado, la funcion coseno es una funcion estrictamente creciente en [—, 0], por lo que
ocurre:
. 2 2 21
Site <—n,—?) > -n<t< ry = cos(t) < cos(—?) =—=>

2
= 2cos(t) < —-1=>14+cos(2t) <0
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21 21 21 1
Site (—?,0> = —?< t<0= Cos(—?) < cos(t) = —§< cos(t) =

= -1<2cos(t) =0<1+2cos(t)

Y la funcidn coseno es estrictamente decreciente en [0, 7], entonces:

3 3 3 2
=2cos(t)>—-1=>1+4+2cos(t) >0

2 2 2 1 1
Site (0,—) =2>0<t<—=cos(t) >cos(—) =—=—>cos(t) > —E=>

S'tE(Z n) 2 <t<m 1— <2)> () 1> ()

-, = — = —— = e = — — =

l 3 3 2 cos 3 cos 2 cos
=>—1>2cos(t)=0>1+2cos(t)

Con todo lo anterior, y conociendo el signo de la funcidn seno, queda el signo de a1 de la
siguiente manera:

21 21 21 21

(-=-3) (-59) (05) (5)
—a _ _ _ _
1+ 2 cos(t) — + + -
sen(t) - — + +
ay(t) - + - +

Hagamos ahora lo propio con el signo de a5 (t).
a,(t)=0e a(cos(t) + cos(Zt)) =0 o cos(t) +cos(2t) =0 &
© cos(t) + cos?(t) — sen?(t) = 0 & cos(t) + cos?(t) — (1 — cos?(t)) =0 &
& cos(t) + cos?(t) — 1+ cos?(t) = 0 & 2 cos?(t) +cos(t) —1 =0 &

cos(t) = —1
-1++v1+8 -1+3 6
o cos(t) =———— o cos(t) = o
4 4 1
cos(t) ==
2
Ahora bien:
cos(t) = —1, VteE(—mm)
Luego:
(c=-2
3

1
ay(t) =0 o cos(t) = 3 © 0

Por la misma razén que ocurria para a;, no puede haber cambios de signo de la funcién a5 en

los intervalos: (—n, —E), en (— E,E) y en (E} n)
3 3’3 3

Ademas, hemos visto realmente que:

VteE(-mm), 2 cos?(t) + cos(t) — 1 = 2(1 + cos(t)) (Cos(t) - %) =

>vVte (-mmn), cos?(t) + cos(t) — 1 + cos?(t) = 2(1 + cos(t)) (cos(t) - %)
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>Vvte(-mmn), cos?(t) + cos(t) — (1 — cos?(t)) = 2(1 + cos(t)) (cos(t) - %) =
>Vvte(-mmn), cos?(t) — sen?(t) + cos(t) = 2(1 + cos(t)) (cos(t) - %) =
=>Vte (-nmn), cos(t) + cos(2t) = 2(1 + cos(t)) (cos(t) — %) >
1
s>vee(-nn), a(cos(t) + cos(2t)) = 2a(1 + cos(t)) (cos(t) - E) =

1
> VtE (—mm), ay(t) = 2a(1 + cos(t)) (cos(t) — E)
Estudiaremos desde esta expresion el signo de la funcion aj.

Como la funcidn coseno es estrictamente creciente en [—1, 0], tendremos:

Site (—n,—g) > -n<t< —gécos(t) <cos(—g) =cos(g) =%=>
:cos(t)—%<0
Si tE(—g,O):o—g<t<0=o%=cos(—g) < cos(t) =

1
= 0 < cos(t) —3

Y como la funcidn coseno es estrictamente decreciente en [0, 7], tendremos:

T T T 1 1
Si tE(O,g):0<t<§=>cos(t)>cos(§)=5=>cos(t)—5>0

i3 T 1 T 1
Si tE(g,n)=>§<t<n:z=cos(§)>cos(t):0>cos(t)—z

Como sabemos también, que V t € (—m, ), cos(t) # -1 =
>Vt e (—mm), cos(t) > -1 > Vte€ (-mmn), 1+ cos(t) >0

Podemos hacer entonces la siguiente tabla para el signo de a3.

=5 [ D [ &
2a + + +
1+ cos(t) + + ¥
cos(t) — % a + B
a(t) - + —

r
Para estudiar el signo del cociente 22® hacemos ahora la siguiente tabla:

aj(®)
21 2w T T T 2T 2
(=353 59 @) | GF) | G
aj(6) - - + + - -
ay(t) - + + - - +
ay(t) + - + — + —
a; (t)
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Tenemos en resumen, sobre el crecimiento de nuestra curva, lo siguiente:

2n
a es estrictamente creciente en (—TL’, - ?)

2w
a es estrictamente decreciente en (— —, = —)

3’7 3
. . T[
a es estrictamente creciente en (— =, O)

b4
a es estrictamente decreciente en (O, §)

) . T 21
a es estrictamente creciente en <§?>

21
a es estrictamente decreciente en (—, n)

Sabemos ademas que en la traza de a hay tres puntos con tangente vertical, los correspondientes
. 2T 2 .
a los valores del parametro: — = 0y 5> le,en los puntos:

(-5 = (o1 cos (= 50) cos(- )14 con (-5 sen(- ) -
(s D Dalr-D (D) -5
a(0) = (a(1 + cos(0)) cos(0),a(1 + cos(0)) sen(O)) = (a.2.1,a.2.0) = (2a,0)
()= (o 1r s (5)) os (a1 veos () () -
(s-DEDa-D(D) - (52

Y también que en la traza de @ hay dos puntos con tangente horizontal, los correspondientes a

los valores del parametro: —;—r y g

()= (ot reos(-5) cos(-Fa(1 o5 (-5)) sen(-5) -
- ((1 t cos (3)) cos(3).a 1+ os (3))(sem @)) _
(i DD)- (2
(a1 cos§)) cos§).a 1+ cos§)) sen(3)) -

(el D) (5

Como ademas la funcion:
ay(t) = a(cos(t) + cos(2t)), Vte€ (—mm)

Q
N
IE!
N—
I
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es una funcion diferenciable en (-, ),
ay (t) = a(—sen(t) — 2 sen(2t)) = —a(sen(t) + 2 sen(2t)), Vt€ (-m,m)

Y
af T T 2 s 2
a; (— 5) =-a <sen (— 5) + 2 sen (— ?>) =a <sen (5) + 2 sen (?)> =
—a<ﬁ+2 E)—a£>0
2 2 2
En virtud del resultado 3.11, podemos asegurar que la curva a alcanza un minimo relativo en
t=-=2

3
Por la misma razoén, como:

1 Q)= -o(sen@) r2em(Z])) =-a(Fr2 D) =02 <o

. . Vs
Podemos asegurar que a alcanza un maximo relativo en t = 3

Vamos a intentar determinar ahora regiones de concavidad o convexidad para nuestra curva.
Empecemos observando que tanto ¢; como a3 son dos funciones diferenciables en (—m, ), y

que:
vVte(—mmn), ai (t) =—a Cos(t)(l +2 Cos(t)) —a sen(t)(—Z sen(t)) =
= —a cos(t) — 2a cos?(t) + 2a sen®(t) = —a cos(t) — 2a(cos?(t) — sen?(t)) =
= —acos(t) —2a cos(2t) = —a(cos(t) +2 cos(Zt))
Y

vte (-mm), ay(t) =a(—sen(t) —2sen(2t)) = —a(sen(t) + 2 sen(2¢))

Tendremos asi:
Vte(-mm), a1()az () —az(t) ai(t) =
= [—asen(t) (1 + 2 cos(t))][-a(sen(t) + 2 sen(2t))] —
—[a(cos(t) + cos(2t))][—a(cos(t) + 2 cos(2t))] =
=a? (sen(t) + 2 sen(t) cos(t))(sen(t) +2 sen(Zt)) +
+a? (cos(t) + cos(Zt))(cos(t) +2 cos(Zt)) =
= a?(sen(t) + sen(2t))(sen(t) + 2 sen(2t)) +
+a?(cos(t) + cos(2t))(cos(t) + 2 cos(2t)) =
= a?(sen?(t) + 2 sen(t) sen(2t) + sen(2t) sen(t) + 2 sen?(2t)) +
+a?(cos?(t) + 2 cos(t) cos(2t) + cos(2t)cos(t) + 2 cos?(2t)) =
= a? sen?(t) + 3a® sen(t) sen(2t) + 2a’sen?(2t) +
+a? cos?(t) + 3a®cos(t) cos(2t) + 2a? cos?(2t) =
= a?(sen?(t) + cos?(t)) + 3a?(sen(t)sen(2t) + cos(t)cos(2t)) +
+2a?(sen?(2¢t) + cos?(2t)) =
= a? + 3a?(cos(2t) cos(t) + sen(2t) sen(t)) + 2a =
= a? + 3a*(cos(2t — 1)) + 2a* = 3a® + 3a® cos(t) = 3a?(1 + cos(t))
Tenemos por tanto:
vte(-mn), ai(®) ay () — a5(t) ai’ (¢) = 3a®(1 + cos(t))
Como sabemos ademas, que:
Vte (—mmn), cos(t) > —1
Ocurrira, que:
vte (-mn),  ai(®) ay(®) —aj(t) ai' (t) = 3a*(1 + cos(t)) > 0

Para estudiar el signo de la funcion:
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a1 (t) @/ (t) — az(t) 2y (8)

, 3
(a1(6))
podemos hacer entonces la siguiente tabla:
( Zn) ( 2 0) (0 271) 2w )
T, 3 3’ 3 3’ s
a; (t) ay (t) + + + +
—ay(0) ay’ ()
CHO)N - + - +
a1 (Daz () — az(Day’ (1) - + - +
, 3
(1)

Y en virtud del resultado 3.22, ocurrira:

Podemos ahora ya, con todo lo anterior, hacer un esbozo de la traza de la curva «a.

3 2w
a escéncavaen | —m,——

21
a es convexaen (— 3 0)

3 2w
a es coOncava en 0,?

2n
a es convexaen |—,0

alt) = (2(1 4 cos(t))cos(t), 2(1 + cos(t))sen(t))

—IT<t< IT

-3
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112

4.4 Cicloide

Se define la cicloide como la trayectoria de un punto de una circunferencia que rueda sobre
una recta.
La parametrizacion viene descrita por la siguiente correspondencia:

Dado r > 0 (el radio de nuestra circunferencia), definimos la correspondencia:
a:(0,2r) € R - R?

t>a(t) = (r(t —sen(t)),r(1 - cos(t)))

Sin duda @ es una funciéon que queda bien definida. Las aplicaciones:
a,(t) = r(t — sen(t)), vt e (0,2m)
a,(t) = r(l — Cos(t)), vVt e (0,2m)
Son funciones derivables en (0,27), y:
vVt e (0,2m), ai(t) = r(l — Cos(t))
vt e (0,2m), as(t) = rsen(t)
que son ambas, por algebra de funciones continuas, dos funciones continuas en (0,27).

De otro lado: V t € (0,2m), cos(t) <1 =Vt e (0,2m), 1 —cos(t) >0
Entonces: V t € (0,2m), r(l — cos(t)) >0 =Vte(0,2n), a;(t) > 0.
Por tanto: (a{(t), as (t)) # (0,0), vt € (0,2m).

Y en consecuencia, segun todo lo anterior, es @ una curva regular plana.

Siendo, ademas a1(t) > 0, V t € (0,27), ocurre que @, es una funcion estrictamente creciente
en (0,2m).

Intentemos estudiar ahora las regiones del plano por donde se encuentra la traza de a.
Recordemos en principio, que sabemos por un resultado de trigonometria, que:
vte(0n), 0<sen(t) <t = Vte(,mn), t—sen(t) =0
Este hecho, unido a que la funcion a; es una funcion estrictamente creciente en (0,27), hacen
que ocurra lo siguiente:

SitE(O,E)z0<t<E:

2 2

De un lado:

t—sen(t) =0
Y de otro:

T

@) <a(3)

ie.,
0<r(t—sen(®))<r (g — sen (g)) =7 (g - 1)

Luego:

Site (o,g) = a,(t) € [o,r(g— 1)]
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Y para a,(t) tendremos:
T
Si te(O,E):OSCOS(t)S1=>02—cos(t)2—1=>121—cos(t)20:>

=>0< r(l — Cos(t)) Sr=0<a,(t) <r=a,(t) €[0,r]

Asi pues, si:
te (0, g) > (al(t), a, (t)) € [O,r (g — 1)] x [0,7]
ie.,
Site (o,g) = a(t) € [o,r (g— 1)] x [0,7]

Abhora:

Site (g,n) =>g<t<n=>a1(g) <aq(t) <ay(m)=>

/s v

= r(E— 1) <o) <r(mr—0)=a.(t) € [r(z— 1),r7t]

Y también:

7
Si tE(E,n)ﬁ—lﬁcos(t)SO:)lZ—cos(t)20:)221—cos(t)21:>

=>r<r(1-cos(t)) <2r =1 < ay(t) < 2r = ay(t) € [r,27]

Asi pues:

. T _ T

Site (E,rr) = a(t) = (a1 (), @z (D) € [r (E - 1),1'17:] x [r, 2r]
Ahora:
) 3n 3n 3n
Site (n,7)=>n<t<7=>a1(n)Sa’1(t) Sa1(7)=>
3 3

=2>r(m—0)<a ()< r<7+ 1) =>a,(t) € [rn,r(7+ 1)]

Y también:

3
Si t€<n,7>:—13cos(t)SOa12—cos(t)20=>221—cos(t)21:

=>r<r(1-cos(t)) <2r =1 < ay(t) < 2r = ay(t) € [r,27]
ie:

Site (rr, 37”) = a(t) = (al(t), a, (t)) € [rn’,r (377{ + 1)] X [r, 2r]

;1 3T I
Por ultimo, para ver lo que ocurre en (7, 211), observemos lo siguiente:

Si notamos por f a la funcion:
3
f:[7,27'[] CR-R
t - f(t) =r(t — sen(t))

Tendremos lo siguiente:

3m
f es una funcién continua en [7 211]
. . 3m
f esuna funcién diferenciable en <7, 211)

VtE(?,Zn), f’(t)zr(l—cos(t))>0
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En virtud entonces de una consecuencia del Teorema del Valor Medio de Lagrange, serd f una

funcion estrictamente creciente en [3?”, 217:]. Entonces:
3 3
Vie (7,271), f(T) < f(D) < fOm) >
3 3
:>Vte<7,2n), r(7+1)sf(t)ST2n':>
3 3
:Vte(7,2n), r(7+1)Sf(t)=a1(t)£2rn:

3 3
=>Vt€<7,271), a,(t) € [r(7+ 1),2r7r]
Y también:
3
Site (7,2n> 50<cos(t)<1=>0=—cos(t) =—-1>
=20<1-cos(t) <1=0< r(l - cos(t)) <r=a,(t) € [0,r]
Asi pues:

Ve (37" Zn), a(t) = (ay(t), az(D) € [r (37" + 1),znr] x [0,7]

2r T | Observemos ahora lo siguiente:
Ya sabemos que:

vte (0,m),0 <sen(t) <t

=>Vvte((0,mn),

r | | | t—sen(t) >0=
vt € (0,m),7(t —sen(t)) >0
ie.,

vte(,mn), a,(t) >0

r(m2-1) re r(3m2+1) 2pn

Pero si:
te[m2n)=>t=m>1=sen(t)
=>t—sen(t) >0=>
>Vt E [m2m), r(t — sen(t)) >0=>VtE [m2m), a, () >0
Tenemos asi, que:
vt e (0,2m), a(t) >0
Y por tanto la traza de la curva @ no corta al eje OY.

También sabemos:
vt e (0,2m), cos(t) <1=>Vte(0,2n), 1—cos(t)>0=>
=>vte(02n), r(l-cos(t)>0=>Vee(02n), a,(t)>0
En consecuencia la traza de a tampoco corta al eje 0X.

Para estudiar su crecimiento, observemos lo siguiente:
vte (0,2m), a(t) = r(l — cos(t)) >0
Y
vte (0,2m), a3 (t) = rsen(t)
a,t)y=0osen(t)=0ot=mx
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Para estudiar el signo de la funcion: a4 (t) a1 (t) basta con hacer la siguiente tabla:

(0,m) (m, 2m)
a;(t) + +
ay(t) + -
ay(t) az (t) + -

En virtud entonces de un resultado de teoria, tenemos:
a es estrictamente creciente en (0, )

a es estrictamente decreciente en (1, 2m)
Ademas: aj(m) = 0.
Entonces, como a; vuelve a ser diferenciable en (0,27)
y Vt e (0,2n), ay (t) =r cos(t). Tendremos:
a,(m)=0 y aj(m) =rcos(m) =—-r<0.
Por tanto « alcanza en ty = m un maximo relativo. Y desde luego para t, = m, la tangente a
la curva en este punto, es horizontal.

Para estudiar, por ultimo las posibles regiones de concavidad 6 convexidad de la curva,
démonos cuenta de lo siguiente:
Tanto aq(t) = r(l — cos(t)), v t € (0,21) como a5 (t) = r sen(t), Vt € (0,2m)
son funciones diferenciables en (0,27), y:
ai (t) =rsen(t), Vte(0,2n)
ay (t) =rcos(t), Vte(02m)
Entonces:
ai () af (t) — ai (t) aj(t) = (1 — cos(t))r cos(t) — r sen(t) r sen(t) =
= (r — 1 cos(t))r cos(t) — r? sen®(t) = r% cos(t) — r? cos?(t) — r? sen®(t) =
=12 cos(t) —r2(cos?(t) + sen?(t)) = r? cos(t) —r? = r?(cos(t) — 1)

Para el signo de la funcion:
a1 (8) az (1) — az(t) a1 (1)

(2, (®)°

Tendremos entonces:
aj() ay () —az () ai' () r?(cos(t) —1) —12(1 - cos(t)) B
(a{ (t))3 r3(1 — Cos(t))3 r3(1 — Cos(t))3

=— <0, vte (0,2
r(1- cos(t))2 (0.2m)

Y en virtud entonces de un resultado anterior, concretamente de 3.22, tendremos que @ es
concava en (0,27).

Un esbozo de nuestra curva para r = 2, queda de la siguiente manera:
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2 alt) = (2(t — sen(t). 2(1 — cos(t))

1 O0<t <211

4.5 Cisoide de Diocles

La siguiente representacion, corresponde a una de las ramas de una curva que fue estudiada
por el matematico griego Diocles (s. IIT a.C.), con el fin de resolver el problema clasico de la
duplicacion del cubo. Realmente se considera la Cisoide de Diocles como el subconjunto de
puntos del plano que corresponderia a tomar dos curvas regulares planas, para nosotros, una con
dominio el intervalo abierto (0, +o0), y otra con dominio el intervalo abierto (—oco, 0). Vamos a
representar nosotros la rama correspondiente al dominio (0, +c0).

Tomemos a € R,, a > 0, y vamos a considerar la siguiente correspondencia:
a:(0,+0) € R — R?
a a
t=al®) = (t2 +1t(t2 + 1))
Es, sin duda, @ una aplicacion que queda bien definida. Ademas:
Por algebra de funciones continuas:

a,(t) = vVt € (0,+) es continua en (0, +)

a
tZ+1’

a,(t) = vVt € (0,+) es continua en (0, +0)

a
tt2+1)’

Por algebra de derivadas, son ambas funciones derivables en (0, +0), y:
—2at
(t2 + 1)2
—a(3t?+1)
Y, a;(t), a5 (t) vuelven a ser, por algebra de funciones continuas, dos funciones continuas en
(0, + ).
Asipues, ay,a, € C(0, +)

Vte(0,+x), ai(t)=

VtE(0,+), ay(t)=

De otro lado:

—2at
vt e (0,+w), —2at<0=>Vte(,+x), a{(t)=(t2+—1)2<0=>

>Vte(0,4»), aj(®)#0=>Vee(0,4x), (ai(®), as(®))# (0,0)
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Segun todo lo anterior, sera «, en efecto, una curva regular plana.

Observemos ahora lo siguiente:

1
Sit € (0,+0) = t2>0:~t2+1>1=>0<m<1=>

a
$0<m<a=>0<a'1(t)<a$a1(t)e(0'a)

Y también:
Sit€(0,+0)=>t2>0=> t?2+1>1=>t(t?+1) >t >
1 1 a a
=>0<t(t2+1)<?=>0<t(t2+1)<?=>t(t2+1)
= a,(t) > 0> a,(t) € (0,+)

>0=>

Tenemos con esto:

vt e (0,+x),
| a(t) = (a1(8), a2 (1)) € (0,a) x (0, +0)
j Mas aun, a la vista de lo anterior, démonos
i3 cuenta de que ocurre:

f a
[ lima,(t) = lim———-< = +o0
! t50 2(6) t>0t(t2 + 1) +
{ Mientras que:
[o" g lim a; (£) = lim =a
t-0 10 t>0t2+1
La interpretacion de este hecho, es la

siguiente:
Hemos visto, como a;(t) # 0, V t € (0,+). Sabemos entonces desde un resultado anterior,
que la traza de a es el grafo de la funcién f de clase 1, definida en la forma: f = a, o ay?!
Realmente, lo que hemos visto es que a1 (t) < 0, V t € (0,+c0). Por tanto sera la funcidn a;
una funcidn estrictamente decreciente en (0, +00).Como ademas es:
lti_r% a(t) =a
ocurre lo siguiente:
Tomamos € > 0 y consideramos a; (€). Debe pasar, sin duda que:
a,(e) < a. Entonces, si tomamos: § = a — a4 (g) > 0, ocurre:
Vx€(0,a), [x—al<d=a—-aq(e)2a—x<a—a.(e) > —x < —a.(e) =
sx>a(e)>0<a7l(x)<e
i.e., ocurre, que:
Ve>0, 36>0, Vxe(0,a), Ix—al <& = a7 ()| < e
Y por tanto, ocurre, que:
lim a;(x) =0
x—a

Ahora, por los resultados relativos a limites de una composicion de funciones, tendremos:
lima;li(x) =0
x—a
a;’(x) >0, Vx€(0a); = lim(azear)(x) = +oo
lima,(t) = +o
t—0

i.e.larecta x = a es una asintota vertical para la funcion f. Y como la traza de la curva a,
coincide con el grafo de la funcion f, sera por tanto, la recta x = a una asintota vertical para la
traza de nuestra curva a.
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Para averiguar si la traza de & corta a los ejes coordenados, observemos lo siguiente:

a
vVt € (0,+00), a(t) =——=>0=VteE (0 +cx), a,(t) #0

t24+1
Luego, la traza de a no corta al eje OY.
Y también:
a
vVt € (0,+), az(t)=m>0$VtE(0,+00), a,(t) #0

Luego, la traza de a no corta al eje 0X

Para estudiar ahora su crecimiento, tendremos:

, —2at
Vvt e (0,+x), a; (t) =(t2+—1)2<0
, —a(3t2+1)
Vt€e(0,+m), ay(t)= I

Por lo que ocurrira, que:
Vvt e€ (0,+x), az(t).a;(t) >0
Y en consecuencia serd @ una curva estrictamente creciente en (0, +00).

Mas aun, no hay ningiin punto en la traza de a con tangente horizontal, pues:
as(t) #0,, Vt e (0,+),ytampoco hay ningin punto en la traza de @ con tangente
vertical, pues: a;(t) #0, Vt € (0,+).

Por Gltimo ocurre que las funciones:

ai(t) = @i Ve (0, +0)
, —a(3t?+1)
ay(t) = T vt € (0, +00)

Son ambas diferenciables en (0, +0), por algebra de derivadas, y
—2a (t* + 1)* + 2at2(t* + 1)2t _

Vte (0,+), af () =

@+ 1)*
_ —2a(t?+1) +8at® 6at’—2a 2a(3t*-1)
B (2 +1)3 I GES ER (S E

—6att?(t? + 1?2 + a(3t% + D[2t(t? + 1)? + t22(t? + 1)2t]
t4(t? + 1)*
_ —6at?(t> + 1) +a(Bt? + D[2(t* + 1) + 4t*]  —6at?(t*> + 1) + a(3t? + 1)(6t* + 2)

Vte (0,+x), aj()=

t3(t2 +1)3 t3(t?2 +1)3

_ —6at* —6at® +2a(3t* +1)* —6at* —6at® +2a(9t* +6t>+1)

£3(t2 +1)3 - £3(t%2 +1)3
—6at* — 6at? + 18at* + 12at? + 2a  12at* + 6at? + 2a
N t3(t2+1)3 RGN
_ 2a(6t* +3t* +1)
T B3(e2+1)3
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Y para estas expresiones de nuestras funciones, ocurre, que V t € (0, +00),
a1 (6) az () — a1 () az(t) =
—2at  2a(6t*+3t*+1) 2aBt*—1) a(3t>+1) _

2+ 12 32+ 1)3 (t2+1)3 e2(t2+1)?%
—4a%(6t* +3t2+1) 2a%(9t*—1)
B t2(t2 +1)5 t2(t2+1)5
—24a?t* — 12a%t? — 4a? + 18a?t* — 2a®> —6a%t* —12a?t? — 6a?
B t2(¢% + 1)5 B t2(t%2 4+ 1)°
—6a%(t* +2t2+1) —6a%(t? + 1)? —6a?
- t2(t2 +1)5 Tot2(t24+1)5 T t2(t2+1)3
ie.,
! " r n _6a2
vVt € (0, +00), a; () az (t) — az(t) ai'(t) = RISV
Entonces:
r n ! 1 Laz
vt € (0,40), ay (t) az (t) azg(t) ay (t) _ tz(_tz + 13)3 _
(a(D)) (=2at)®
(t2+1)°
—6a%(t? +1)° —-6a%(t> +1)2 3(t?+1)3
T (—2at)3t2(t2 +1)3° —8a3t> 4ats >0

En las condiciones anteriores, asegura el resultado 3.22, que la curva a es una curva convexa
en (0, +o0).

Estamos ya, en condiciones de hacer un esbozo de nuestra curva.

30

x=5
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4.6 Folium de Descartes

Otra curva clésica, de la que vamos a estudiar nosotros s6lo una rama, la correspondiente al
dominio (—1,4), es la curva llamada folium de Descartes. Debe su nombre al célebre
matematico, quien la estudi6 por primera vez en 1 638.

Tomemos a € R, a > 0, y definimos la correspondencia:

a:(—1,+0) - R?
3at  3at? >

t=alt)= <mm

En principio, observemos que &, es una funcion que queda bien definida en nuestro dominio. Si
notamos ahora:

a(t) = Vte(—1,+x)

a

1413’
2

a,(t) =——= Vte (-1 +m)

Ocurre lo siguiente:

Por algebra de derivadas, tanto a; como a, son funciones derivables en (—1,+00), y

Vt e (—1,+x), se tiene:

3a(1+t%) —3at3t? 3a(l+t*>—-3t%) 3a(l-2t%)

(t) = = =
@ (0 (1+1¢3)2 (1+1¢3)2 (1+1¢3)2
[0 = 6at(1+t*) —3at? 3t  3at(2+2t>—3t%) 3at(2-t?)
w2 = 1+ 63)? T A+ A+
Y ademas, en (—1,+), son a7y a3, por algebra de funciones continuas, dos funciones

continuas.
Asipues: aj,a, € C1(—1,+m)

También:
, 3at(2 — t3) 5 t=0 t=0
az(t)=w=0<—>3at(2—t)=0<—> (0] g (0]
t3=2 =32
Ahora bien:
, 3a
a;(0) =T=3a¢0
3a(1-4) —9a
1 (3
2 = = — 0
a(V2) =TTz =5 — 7
Por tanto:  (ai(t),a3(t)) # (0,0), Vt€ (—1,+»)
Es, segun todo lo anterior, @ una curva regular plana.
Observemos ahora lo siguiente:
. —3a<3at<0 —3a<3at<0
Site(-10)= 1<t<0=>{1>—t>t2>0 {—1<t<—t2<t3<0
—3a<3at<0
N { —3a<3at<0 N N
0<1+t<1-t?’<1+4+t3<1 1< 3
1+t
LA L oY)
5> ——<—— =
1+1t3 14143 “
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Y también:
1>—-t>t>>0
Site(-1,+40)> —-1<t<0=> 1 =
1<——=
1+t3
3a>—3at>13at2>0 3a N 3at? - ©>0
= 5 —>— =
1<— 14637 14463 “
1+t
) t)<0
Luego, si t € (=1,0) = {al( ) = a(t) = (ay(t), ay(t)) € (—,0) X (0, +0)
a,(t) >0
Ahora:
3at >0
, 3at >0 3at >0
1
Slte(0.+oo)=>t>0=>{t3>0 {1+t3>1 i0<_3<1=>
1+t
3at
=>0<m<3at=>a1(t)>0
Y también:
3at? >0
. t>2>0 3at? >0
Site(0,+0)=t>0 =>{ { 1 =
' (0, +0) t3>0 +t3>1 {0<m<1

2

3at )
0<m<3at = a,(t) >0

a,(t) >0

Luego, sit € (0, +) = {az(t) >0

= a(t) = (ay(t), ay(t)) € (0, +) X (0, +00)

Podriamos, en realidad, afinar algo mas en las
acotaciones en el intervalo (0, +0), si
recordamos algunos razonamientos, relativos
a la continuidad.
Observemos en principio que ocurre, que:
«(0400) lim Clj(t) =0, vVji=1,2
t—-0
tETm a;(t) =0, Vji=12

w{-10)

Entonces, si tomamos:

e=q()>0 (@@ =%=a00),
ocurre:
De un lado:

%i_r}r& at)=0 =

36 >0, (0<é8<1), Vte(0,+x), 0<t<¢, aqO<ag)=e

Y si tomamos: § = min{§;,d,} > 0, tenemos:
vVt e (0,+00), 0<t<§, aj(t) <a(1)=¢

De otro lado:
tl—lrgloo a](t) =0=
IH; > 1, vVt € (0,+00), t > H; aj(t) <aqj(l)=¢
Y sitomamos: H = max{H,, H,} > 1, tenemos:
vVt € (0,+00), t>H, aj(t) <aj(1)=¢
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Por ultimo las funciones:
aj: [6,[‘1] c (0,+OO) - R
t - a;(t)
son funciones continuas en el intervalo cerrado [8, H], entonces en virtud del resultado de
Weierstrass, alcanzaran un maximo absoluto en [§, H], i.e.,

3t els,H), VeelsH, ) <at)

En particular:
1€[8,H] = a;(1) < a;(ty)

Tenemos asi:

VEe(0,8),  at) <ai(1) < a(t])

vtelsHl, ) <at)
Vte(H +o),  at) <a(l) <aqt)

Luego:

Vte (0,+0), 0<at) <at))
Si notamos por:

My = a(tg) y M, = a(t§)

Tendremos: a;(t) € [0, M;] y a,(t) € [0,M,] vte (0 +x)
ie.,
vt € (0,4), a(t) = (a1 (1), ay(v)) € [0, M;] x [0, M,]

| Podriamos también determinar exactamente
u quienes son los numeros reales: M; y M,y
N los valores para los que se alcanzan estos
maximos, pero esto lo vamos a dejar para
cuando estudiemos el crecimiento de la
curva a.

Para estudiar si la traza de « corta a los
ejes, vamos a observar lo siguiente:

SN {0,400}

" 3at
a1 (t) =0 m=0 o 3at=0
ot=0
La traza de a corta al eje OY en el punto
a(0), i.e.,en a(0) = (0,0)
2
az(t)=0<—> mzo o3at?=0eot=0

Corta la traza de a al eje OX también en el punto ¢(0) = (0,0)

Para estudiar su crecimiento, recordemos que:

, 3a(1 —2t3)
Vie(-Lto), () =—GoTmy
, 3at(2 —t3)
Vte(—1,40), ay(t)= eSO
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Ahora:
, 3a(l - 2t%)
al(t)=O<—>(1+T)2=0<—>3a(1—2t3)=0<—>1—2t3=0<—>2t3=1<—>
t3 ! t |2 t !
> = — = p—_—— [ p—
2 2 32
Y ocurre:
Si t € (—-1,0), t3<0=>-2t3>0=21-2t3>0=3a(1-2t3>0>
3a(l - 2t%) >0 ‘0 3a(l - 2t%) -0
= — = [ —
(1 + t3)2 " (1 + t3)2
S'tE(O 1) 0<t< ! 0<t3<1 0<2t3<1=>-1<-2t3<0
i =], —_—= = - -
17 2 2
5 5 , 3a(1 —2t3)
>0<1-2t <1$3a(1—2t)>0 =>a1(t)=W
Y 'tE<1 + ) ! <t 1<t3 1<2t3=21-2t3<0
si =, +o], = > - = =>1- =
V2 2 2
5 , 3a(1—2t3)
=>3a(1—2t)<0=> al(t)=W<0

El signo de la funciéon a; en su dominio, queda pues como muestra la siguiente tabla:

(+5) ()

a; (t) + -

Démonos cuenta ademads, de que a4 es una funcion diferenciable en (—1, +0) y de que:
Vte€E(—1,+00),
3a(—6t*)(1 +t*)* — 3a(1 — 2t3)2(1 + t3)3t*

' (1) = YL
_ —18at?*(1+t%) — 18at?(1—2t%) —18at?(1+t>+1—-2t%)
B (1+1t3)3 B (1+1¢3)3 B
—18at?(2 — t3)
S Taror

En particular, tendremos, que:

1 1 1)\3
—18a (7) (2 - 7) ~ —1861(3 22)7 “0

Wy

2

2

Segun un resultado conocido sobre diferenciabilidad, tendremos que:

1
ay alcanza un maximo relativo para t, = %
Que realmente es un maximo absoluto para nuestra funcion, dado que es, segin una
consecuencia del Teorema del Valor Medio, y a la vista del signo de su funcion derivada:
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a4 estrictamente creciente en (—

125
) W
. . 1
a, estrictamente decreciente en (— +00>

72’

El valor de tal maximo alcanzado por a; en ty = sera:

1

3a - 3a  3a
1 3 3 3 23a 2a 2
a1(3—>: \/73: \/E :ﬁ: 3 :—1:2§a:aw
V2 1 13 32 .5
1+(3_) 1+7 5 23
V2.
Veamos que ocurre con el crecimiento para la funcion a;:
') =0 32— _ 3at(2—t3) =0 50
= o — = Cd —_ = > >
“ 1+ t9)? ¢ 5
2—t>=0
<—>{ 6 <—>{ 0
t3=2 =32
Ahora:
. -1<t<0 —3a<3at<0 3at <0
Sttel( 1'0):{—1<t3<0=>{ 1>-t3>0 3{2—t3>0=>
= 3at(2—t3) <0 3at@—t) o 20, 3at2 -t _
— :} —
¢ (1+1t3)2 = (1+1t3)2

Site(o,%/i)ﬁ{0<t<i/§=>{ 3at >0 :>{3at>0

0<t3<2 W>-t3>-2"12-t3>0
2 3at(2 —t3) ,
. 3 3 3at >0 3at >0
Yszte(\/i,+oo):0<\/§<t=>{2<t3 {2_t3<0=>
5 3at(2 — t3) ,
$3at(2—t)<0:om<0:~a2(t)<0
El signo de la funcion aj quedara por tanto:

(=1,0) (0,32) (V2, )
ay(t) - + -

Como ademas a4 es una funcion diferenciable en (—1,+),y V t € (—1, +0),
(6a — 12at3®)(1 + t3)% — (6at — 3at*)2(1 + t3)3t?

1 t —
az (t) (1+t3)*
_ (6a—12at*)(1 +t3) — 6t*(6at — 3at*)
B (1+1¢3)3 B
_ 6a+6at® —12at® — 12at® — 36at® + 18at® 6at® —42at® +6a 6a(t® — 7t +1)
B (1+1¢3)3 B (1+1¢3)3 o (A+1¢3)3
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Ocurre entonces:
6a
(Xé’(O) = T >0
6a(4—14+1) —54a

ay (V2) = a2~ 27 =-2a<0

Luego segun conocemos de resultados relativos a la diferenciabilidad, tendremos:
a, alcanza en t; = 0 un minimo relativo

3 s .
a, alcanza ent, = V2 un maximo relativo

La funcion para estos valores del parametro, valdra:

0
a,(0) = 1= 0
(%) =105 = oV

En resumen, de todo lo hecho para estudiar el crecimiento de @, hacemos la siguiente tabla:

— 1 1 3
10 (0.%) () | G2+
V2 V2
ay (t) + + - -
ay(t) - + + -
ay (t). as(t) - + — +
Por un resultado anterior, tenemos:
a es estrictamente decreciente en (—1,0)
1
a es estrictamente creciente en <0—)
V2
. . 1
a es estrictamente decreciente en <% \/E)
a es estrictamente creciente en (%, +00)
En ty = 3%/5, la curva @ tiene un vector tangente vertical, pues:
1
aj(ty) = a; (—) =
1( 0) 1 ?v'i
Y corresponde al punto de la traza:
3¢ 3a\ /3a 3a
1 3 3 7 3 2a 2a
) = a(g) = | 2~ = [ AL = (F.7) = (A.adD)
2 1+5 1+5 5 5 2 V4
2 2 2 2
En t; =0 yen t, = 32 la curva a tiene tangentes horizontales, pues:
a;(t)=a3(0)=0  y  a3(t) =ay(V2)=0

En t; =0, lacurva a alcanza un minimo relativo, concretamente en el punto de la traza:

a(0) = (a,(0),a,(0)) = (0,0)
En t, = 32, lacurva a alcanza un méaximo relativo, en el punto de la traza

a(t) = a(¥2) = (%%) - (a2, a¥B)
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Vamos a seguir ahora, estudiando sus regiones de concavidad o convexidad.
Puesto que a4 y a, son funciones dos veces diferenciables en (—1, +0), y ademas

aij(t)#0, Vt+ %, podemos estudiar en el conjunto
1 1 . .
(—1,%) U (%, +OO) el signo del cociente:
a1 (8) ay (1) — ay' () az(0)
3
(“1 (t))

. 1
Sit €(—1,4x), t+# T ocurre:

ai () az (6) —ai' (©) az(t) =
_3a(1-2t%)6a(t®—7t*+1) 18at’(2—t>)3at(2 —t3)

(1 +¢3)? (1+1¢3)3 1+¢3)3  (A+t3)?
18a%(1 — 2t3)(t — 7t3 + 1) + 54a%t3(2 — t3)?
B (1+1¢3)5 B
18a%[(1 — 2t3)(t® — 7t + 1) + 3t3(2 — t3)?]
B (1+1t3)5 -
18a2[t® — 7t3 + 1 — 2t° + 14t° — 2t3 + 3t3(4 — 43 + t9)]
- (1+1¢3)5 B
18a?(t® — 7t3 + 1 — 2t° + 14t% — 2t3 + 12¢3 — 12t° + 3t°)
- (1+¢3)5 -
18a%(t° + 3t° +3t3+1) 18a%(t3 +1)3 18a?
B (1+1t3)5 T +t3)s (1 +13)2
ie.,
18a?

Vte(=1,+»), aj(®)ay(t) —ay®)ay(t) = at0)2

Como ya teniamos estudiado el signo de la funcién a; (t), tendremos para nuestro cociente los
siguientes signos:

1 1
(_1’%) (%'M)
OO AGEHO) n T
CAG)N + -
al(O)ag (©) — ay(O)a) () n -
(a1 ()’

En virtud del resultado 3.22, podemos concluir:

1
la curva a es convexa en (—1,—)
2
la curva a es concava en (—, +00)
2
Para finalizar, vamos a observar lo siguiente:
I © I 3at
im «a = lim ——=—
o1t L t->—1+1 + t3
lim @) = lim % =y
im « = lim ——==+4»
o1t 2 t>-1+1+t3
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i.e., cuando el parametro t tiende a —1 por la derecha, la componente primera de « tiende a
—oo, y la segunda componente de « tiende a +oo.
Mas aun, ocurre:

3at(2 —t3)
a;(t) . Ta+e)z o t2-t)  (D(2-(-D)
im ———== lim —————=<= lim = =-1
t>-1t g (t)  to-1t 3a(l —2t3)  e>-1t 1283 1-2(-1)
1+1t3)?
Si recordamos que el cociente: ngg era la pendiente de la tangente a la curva en el punto
1

a(t) = (al (), ay (t)), lo anterior nos indica, que las pendientes de las tangentes a la curva a,

en los puntos a(t) cuando t tiende a " — 1" por la derecha, tienen por limite " — 1", o lo que es
equivalente, la curva @, que sabemos que se aleja a oo cuando el valor del paramétro t se acerca

a" — 1" por la derecha, lo hace segin rectas cuyas pendientes se acercana " — 1".

Esto parece indicar, que nuestra curva se aleja a "oo", con pendiente " — 1", i.e., segin le marca
una recta con pendiente " — 1". Dicho con otras palabras, parece que nuestra curva tiene una
asintota, con pendiente " — 1".

Vamos a intentar estudiar si esto es cierto.
Si lo fuera, i.e., si nuestra curva tiene una asintota oblicua y pretendiéramos conocer su
ordenada en el origen, podemos proceder como sigue:
Tomamos la recta tangente a la curva a para un valor de t € (—1, +0), arbitrario. Tal recta
tendra por ecuaciones paramétricas:
_ 3at 3a(l - 2t%)
iy (1 +1t3)2
3at? 3at(2 —t3)
T1re At o

T =

y

Determinamos ahora la ordenada en el origen de todas estas rectas, lo hacemos determinando
las coordenadas del punto: 1 N OY.

Esto lo podemos hacer como sigue:
3at 3a(1 - 2t3) 3a(1l - 2t3) 3at
+A =02 =

=0 - __
R TR G A +t3)? A +t3)

Teniendo precaucion de que 3a(l—2t3) #0, i.e Vt # %, tendremos:
—3at(1 +t3)? _—t(1+1t%)

3a(l—2tH)(1+¢3) T 1-2c
i.e., la ordenada en el origen de la tangente a a, para cualquier valor de

x=0e 1=

1
t €(—1,+), t#+ 5=

V2

3at>  t(1+t%)3at(2—t3?)  3at? 3at?(2—t%)
1+3 1-203 (1+t3)2 1+t3 (1-23)1A+¢3)
3at?(1—2t3) —3at?(2—t3) 3at?(1-2t3-2+1¢3)
- (1 —2t3)(1+¢3) T -2+
3at?(—1-1t3) —3at?(1+t3) —3at?

TA-23)(1+t3) A-23)A+t3) (1-2t3)

Sera:
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Si hacemos tender nuevamente t hacia —1 por la derecha, tendremos:

. —3at? -3a

tl}znﬁ (1-2t3) T3

i.e., las ordenadas en el origen de todas las tangentes a nuestra curva, cuando t tiendea " — 1"
por la derecha, se acercan el valor: " — a".

=-—a

Parece indicarnos, todo lo anterior, que la recta de ecuacion: y = —x — a puede ser una
asintota oblicua para la traza de la curva a.
Si pretendemos confirmarlo con algo mas de rigor, podemos proceder como sigue:
Observemos que:

vte(-1,0) a’(t):wio

Y ! (1+1t3)2

Entonces, segin un resultado anterior, la traza de a| (_4,0) es grafo de la funcion f = a; o ay 1
en a;(—1,0) = (—,0).
Ahora, para la funcion f tenemos lo siguiente:

fo o wete) (1))
xL—ooT - xl_IElOO al(al—l(x)) - x_l)r_noo Ll(x)
(1+ (@' @))
3a(a1'1(x))2
=, ey~ A4 0)

Y siendo a; una funcion estrictamente creciente en (—1,0), por ser:
a1 (t) >0, vte(-1,0)
Tendremos, que:
lim (a{l(x)) =-1
X——00
ie.,

lim @ = Xlirpw(a;1(x)) =-1

X——00

Y también:

Jim (£ = (=00 = lim (P00 +0) = lim (a(a'(0) + o (e @) =

2 1 0\2 »
3a(a1—1(x)) 3a(a1_1(x)) 3a<(a1 (x)) +(a1 (x)))
= am 3t 7 | = lim .
TN (@) 1+ (et w)T) T 1+ (o' (@)

3aa7l(x) (1 + al_l(x))
= lim 5
=2\ (1+ a7 (%)) ((al_i(x)) —arl(x) + 1)
3a a7t(x) —3a —3a

——00 - 2 -
x ((le(x)) _all(x)+1 1+1+1 3

=-a
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Ocurre, en resumen de todo esto:
lim f(x) = lim az(al'l(x)) =+
X—>—00 X—>—00
f)
lim —= =

-1
x—-—c X

Jim (F() = (~1)x) = —a

Luego larecta y = —x — a es una asintota oblicua para el grafo de la funcién f, y en
consecuencia, como: graf (f) = traz(oq (_1'0)), la recta

y = —x — a ser4 una asintota oblicua para nuestra curva «

Podemos, ahora ya hacer un esbozo de su traza.

4.7 Rosa de tres pétalos

Tomemos a € R,, a > 0,y vamos a considerar la funcién:
f:(0 E)u(Z—n n)u(4—n 5—n>g [0,27) - R
"3 3’ 3’3 ’
6 - f(0) = asen(36)
Sin duda, f es en principio una funcién que queda bien definida.
Es, por algebra y composicion de funciones continuas, una funcion continua en todo su dominio
de definicion.
Por algebra y composicion de derivadas es también derivable en todo su dominio de definicion
y ademas:
Ve (Og)u(z?nn)u(%ts?n) f'(8) = 3acos(30)

Funcién (f"), que vuelve a ser continua en todo su dominio de definicion.
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Si notamos por:
4=D (f)—(of)u<2—” )u(4—" 5—”)
—rom)=0g3) 5 P50
Tendremos que: f € C1(A), y sin duda: A € [0,2m)
Pero ocurre ademas lo siguiente:
n s
SiGE(O,g) =0<6<7=0<30 <m=sen(30)>0=asen(30) >0
=f(6)>0
) 21 2r
519E(?,n)$?<9<ﬂ=>2ﬂ'<39<3n’$0<39—27T<7‘L’$
= sen(36 —2m) > 0> sen(30) >0=>asen(30) >0= f(6) >0

4 571') 4 5t

Si9€<?,? =>?<9<?:>4—7r<39<5n=>0<39—4—7‘r<71':>

= sen(360 —4m) > 0= sen(30) >0=>asen(30) >0= f(6) >0

VOEA= (o,g) u (?n) U (?%) £(6) >0

Luego:

Tenemos asi:
feC(4) y VOEA, f(8) € (0,+00)
ie.,
f:A<[0,2m) - (0,+)
6 - f(0) = asen(36)
Y f e Ct(4).

Podemos considerar en estas condiciones la grafica de f en coordenadas polares:

grafpa(f) ={(f(6),6), 06€A}=
00 oe(0)o(r)o(22)

Que tendra una representacion cartesiana:

Y (gmfpol(f)) = {(f(e) cosf,f(0) senf), 6O € (Og) U (Zgn) U <4?”5?n)}

Clasicamente, a la representacion en el plano cartesiano de este conjunto de puntos es a lo que

se llama: “rosa de tres pétalos”.

Nosotros vamos a dividir su estudio en tres ramas, para ajustarnos al contexto que venimos
desarrollando a lo largo de nuestro escrito.

Vamos a considerar las funciones:
T
f1:(0.3) = (0, +00)
6 - f1(0) = a sen(30)

21

£ () = (O+e0)

0 - f,(60) = asen(36)

4w 5w

S (505) = 0+)

3’3
0 - f3(0) = a sen(36)
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Y vamos a intentar trazar la representacion cartesiana de las graficas de las funciones
f]-, con j = 1,2,3 en coordenadas polares.

Ocurre sin duda, que:

¥ (9rafo0r(F) = (grafe (7)) U (grafpe(£2)) U (grafper () =
3
= v (srafoa(5))
j=1

Bien, pues vamos a empezar estudiando la primera, i.e., vamos a empezar estudiando:
I
¥ (grafa()) = {(1(6) cos0, £,(6) send), 60 € (0.5)}
Ya sabemos que f; € C* (0, g), por tanto, en virtud de un resultado anterior, tenemos que la
funcién:
a: (0, E) - R?

3

0 - a(0) = (f1(8) cosb, f1(0) send)
Es una curva regular plana que cumple, que:

traz(a) = ¢ (grafpol(fl))

Vamos a intentar entonces, representar la curva , i.e determinar su traza.

Observemos en principio, que si: 8 € (0, g), tenemos:

De un lado:

VA
ee(o,g):0<e<§=> 0<9<§=>{0<COS(9)<1

T {0 <3¢ <7%r 0<sen(30) <1
= 0<sen(30)cos() <1=>0<asen(36)cos(f) <a =
= 0< f1(0) cos(8) <a=a,;(0) =asen(360) cos(8) € (0,a) < [0,a]
Y de otro lado:

TT) T {0 <30 <7;T 0<sen(30) <1

66(0,§ =>0<9<§=> 0<9<§ ﬁ{0<sen(9)<1

= 0<sen(38)sen(0) <1=>0<asen(30) sen(f) <a=

=0 < f1(0) sen(0) < a = a,(0) = a sen(360) sen(0) € (0,a) < [0,a]
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Tenemos en resumen:

Si 6 € (O,g), entonces:

(a,(6), a5(9)) € [0,a] x [0,a]
ie.,

_ /s
0<0<m3 voe (0’5)'
a(8) € [0,a] x [0,a]

Vamos a estudiar ahora su crecimiento.
Siendo a una curva regular plana, como sabemos, ocutre que @; y a, son dos funciones

derivables en (O, g), y ademas:
vee (0 E) {ai(@) =3 acos(30) cos(6) — a sen(30) sen(H)
'3/’ a3(8) = 3 a cos(30) sen(0) + a sen(30) cos(H)
ie.,

VoEe (O,g), a1(0) =3 acos(30) cos(8) — a sen(360) sen(0) =

=3 acos(20 + 0) cos(8) — a sen(20 + 0) sen(9) =
= 3 acos(8)[cos(260) cos(0) — sen(28) sen(H)]
— a sen(8)[sen(20) cos(8) + cos(26) sen(8)] =
= 3 a cos(0)[(cos?(8) — sen?(8)) cos(8) — 2 sen() cos(6) sen(9)]| —
— a sen(6)[2 sen() cos(8) cos(8) + (cos?(0) — sen®(6)) sen(8)] =
= 3 a cos(0)[cos®(0) — sen?(0) cos(8) — 2 sen?(0) cos(6)] —
—asen(6)[2 sen(8) cos?(0) + cos?(0) sen(8) — sen3(0)] =
=3 acos(6)[cos3(8) — 3 sen?(8) cos(6)] — a sen(6)[3 sen(O) cos?(0) — sen®(8)] =
=3 acos*(8) — 9 asen?(8) cos?(0) — 3 a sen?(0) cos?(8) + a sen*(0) =
=3 acos*(0) — 12 a sen?(0) cos?(0) + a sen*(0)

Voe (O,g) , a3(0) = 3 a cos(30) sen(0) + a sen(30) cos(0) =

=3 acos(20 + 6) sen(0) + a sen(20 + 6) cos(9) =
= 3 a sen(8)[cos(26) cos(0) — sen(20) sen(0)]
+ a cos(0)[sen(260) cos(8) + cos(268) sen(8)] =
=3 a sen(0)[(cos?(0) — sen?(9)) cos(8) — 2 sen(8) cos(6) sen(6)] +
+ a cos(0)[2 sen(8) cos(6) cos(8) + (cos?(8) — sen?(0)) sen(8)] =
=3 asen(f)[cos3(8) — sen?(8) cos(0) — 2 sen?(0) cos(H)] +
+ a cos(0) [2 sen(8) cos?(0) + cos?(0) sen(B) — sen3(0)] =
= 3 a sen(6)[cos3(8) — 3 sen?(0) cos(B)] +
+ a cos(8)[3 sen(6) cos?(0) — sen3(0)] =
=3 asen(f) cos3(0) — 9 a sen3(0) cos(8) + 3 a sen(8) cos3(0) — a cos(0) sen3(0)
= 6 a sen(f) cos3(0) — 10 a sen®(0) cos(0) =
=2 asen(6) cos(0)[3 cos?(8) — 5 sen?(8)]
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En resumen:

Ve (0 ﬂ)’ {a{(@) =3 acos*(0) — 12 a sen?(0) cos?(0) + a sen*(0)

'3 ay(8) = 2 asen(0) cos(6)[3 cos?(0) — 5 sen?(0)]

Bien, pues vamos a intentar estudiar el signo de ambas funciones en el intervalo (0 3).

Empecemos por la primera:

s
0<o<=
. T ’ 3
Si 66(0,5), a;1(0) =0 = y =
a;(8) =0
s
tg(0) <tg(6) <tg (§)
= y =
3 acos*(0) — 12 a sen?(0) cos?(0) + asen*(0) =0
0<tg(d) <3
= y =
3acos*(8) 12asen®(0)cos*(0) asen*()
k a cos*(0) a cos*(6) acos*(0)

0<tg() <3
y
tg%(0) = 6 + V33

0<tg(d) <3
= y
3 —12tg?(8) + tg* (@) =0 [tgz(ﬂ) =

0<tg(8) <3
y

tg(6) = + /6 ++/33
ie.,

Sife (0,%),64 ©) =0

y
=
12 ++vV144 — 12
2

[ 0<tg®) <3
N

=

0<tg(d) <3

y
tg(9)=—/ —-+/33 6tg(9)=—/6+\/§ 6tg(6) = /6—@ 6tg(0) = /6+\/§
> tg(6) = /6—@
Si ee(o,g), () =0 = tg(®) = (6 - V33

De otro lado, puesto que la funcion:

=

Tenemos por tanto:

tg: [O,g] CR->R
x = tg(x)

., . T . . T ,
Es una funcion continua en [0, 5], estrictamente creciente en [0, 5] y ademas:
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tg(0) =0y tg (g) =3

Tendremos en virtud del resultado de los valores intermedios, que tomara todos los valores

comprendidos ente 0 y /3. Ademas s6lo una vez cada uno de ellos, por ser estrictamente
creciente.

Bien, pues como ocurre que: 0 < v/6 — /33 < v/3, tendremos que:
I
310, € (0,5), tg(6,) = |6 — 33

T[
Y si nos fijamos en tal 8, € ( 3) , ocurrira:

tg(61) = |6 = V33 = tg(6,) - / V33=0 >

:><tg(01)— 6—m>.<tg(91)+ /6—@).(@(91)— /6+\/§) <tg(91)+ /6+\/§>=0

= (tg2(6:) - (6 - V33)).(tg?(6:1) — (6 +V33)) =0 =
= tg*(8,) — (6 +V33) tg?(6,) — (6 —V33) tg?(6,) + (36 —33) = 0=
=tg*(0,) —12tg?(6,)+3=0 =
= a cos*(6,) tg*(6,) — 12 a tg?(8;)cos* (1) + 3 a cos*(6,) =0 =
= asen*(0;) — 12 a sen®(6;) cos?(6,) + 3 acos*(6;) =0 =
= aj(6,) =0

Podemos resumir todo lo anterior como sigue:

Si 6 € (O, g), entonces:

a;1(0) =0 & 6=91=arctg< 6—@)

Pero ademas, ocurre lo siguiente:

Si6€(0,61)=<0,arctg /6—@) 20<0<arctg /6—«/@:
= tg(0) < tg(d) < /6—@:

:~—\/6+\/§<—\/6—\/§<0<tg(9)<\/6_\/@<\/6+\/§ N
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(tg<e>+\/r@)<tg(e)+\/67 )(tg(e)—JT_ )(tg(m—\/m) 0

N (th(a) — (6+33)) (th(e) - (6-V33))>0 =

tg*(@) — (6 —V33)tg?(6) — (6 + V33) tg?(8) + (36 —33) > 0 =
=>tg*(0)—12tg?(@) +3>0 =
= (a cos*(0))(tg*(0) — 12 tg?(6) +3) >0 =
= a cos*(6) tg*(0) — 12 a cos*() tg*(8) + 3 a cos*(9) > 0 =
= asen*(6) — 12 a sen?() cos?(0) + 3 acos*(6) > 0 =
‘ = a;(60)>0
ie.,

VOE(O8,) >0

Y si tomamos ahora: 8 € (Hl,g), tendremos:

06(91,2)=<arctg< 6—m>,g>=>arctg<’6—\/§><9<g=>
> /6—@<tg(0)<tg(g)=> l6 =33 < tg(0) < V3 < /6+\/§=>
—/6+\/§<tg(9) tg(0) + [6+\/§>0
—/ —V33 < tg(6) tg(6) + /6—\/§>0

= = =

/6—\/3§<tg(9) tg(0) — /6 —=v33>0

tg(6) < /6+\/§ tg(@) — |6 +v33<0
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> (tg(9)+ /6+\/§) (tg(9)+ /6—@) (tg(a)— /6—«/@) (tg(e)— /6+\/ﬁ> <0 =

(tg?©®) - (6 +V33)) (tg?®) - (6 -V33)) < 0=

= tg*(0) — (6 —V33) tg?(8) — (6 + V33) tg2(8) + 36 —33) < 0 =
= tg*(0) —12tg*(®) +3<0 =
= acos*(0) (tg*(0) —12tg?(0) +3) <0 =
= a cos*() tg*(8) — 12 a cos*(8) tg*(8) + 3 acos*() < 0 =
= asen*(0) — 12 a sen?(8) cos?() + 3 acos*(8) <0 =

= a1(0) <0
ie.,

Voe (el,g), @l (6) <0

. .y T
Para el signo de la funcion a; en (0,5), tenemos, en resumen:

©0.6,) (6..)

a;(0) + -

Es, por consiguiente a;una funcidn estrictamente creciente en (0, 6;)
y estrictamente decreciente en (91, g)

Yesaj(60,)=0
Siendo: 8; = arctg ( 6 — \/ﬁ)

Para la funcion a ocurrira ahora lo siguiente:

ay(0) = 2 a sen(6) cos(0) (3 cos?(0) — 5 sen?()), voe (0, g)

Entonces si 0 € (0,%), cumple que a5(68) = 0, se tiene:
T T
b€ (0.5) 0<0<3
y = y
2 a sen(8) cos(9) (3 cos?(0) — 5 sen?(6)) =0 3 cos%(0) — 5sen?(8) =0

=

0<tg(d) <tg (g)

, y , sen?(8) _3 209 = 3
k3 cos?(0) = 5 sen?(0) L cos2(8) 5 tg=(0) =3

Y =

{0<tg(9)<\/§ 0<tg(6) <3
y
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(0 <tg(®) <3 (O<tg(c9) <3

y y
= : = -
[tg(e)=i ﬁ [ tg(6) = ﬁ

T 3
Sife (o,g), ab(6) =0 = tal 6 cumple: tg(0) = |~

Luego:

5

1% .7 . . . s
De otro lado, la funcion tangente es una funcion continua y estrictamente creciente en [0, 5] y

ademas:

tg(0)=0 y tg (g) =3

Entonces, como:

0=tg(0)<\/§<\/§=tg(g)

En virtud de la propiedad de los valores intermedios y de la inyectividad (por ser estrictamente
creciente) de nuestra funcion, tendremos que:

310, € (o,g), £g(6,) =\/§

Bien, pues para tal 8, € (Og , tg(6,) = \E, ocurre lo siguiente:

sen?(6,) 3
—_— T == 2 = 2
c0s?(8,) 5 = 5sen“(0,) = 3 cos*(0,) =

3
tg?(6;) == =
5
= 3c0s%(0,) — 5sen?(0,) = 0 = 2a sen(6,) cos(6,)[3 cos?(6,) — 5 sen?(6,)] =0

= a3(6,) =0
ie.,

T 3
6, € (0,5), 6, =arctg \/; , cumple que: a3(6,) =0

Tenemos, en resumen, de todo lo anterior:

Si 0 € (O, g), entonces:

3
a;(0)=0 & 0=0,=arctyg \];

Si tomamos ademas 6 € (0, 8,), tendremos:

3 3
0 €(0,0,)=| 0,arctg \/; =>0<0<arctg 3 =
sen®(8) 3

3 3
/_ 2 z R
=>tg(0) <tg(f) < 5=>0<tg(9)<5=>0<COSZ(9)<5=>
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= 0 < 5sen?(0) < 3 cos?(6) = 3 cos?(0) — 5 sen?(0) >0
Como ademas:
T
Ve (0,5), sen(8) >0 y cos(8) >0
Entonces:
v e (0,8,), 2a sen(8) cos(0)[3 cos?(8) — 5 sen?(08)] > 0
ie.,
v 6 € (0,0,), a3 (0) = 2a sen(6) cos(0)[3 cos?(8) — 5 sen?(0)] > 0

Y sitomamos: 6 € (92,9, tendremos:

T 3\ m 3 T
06(92,§)= arctg z |3 = arctg 3 <49<§=>

3 i 3 3  sen?(9)
= §<tg(6)<tg(—) :>—<tg2(9):>§< =

3 5 cos2(6)
= 3 c0s%(0) < 5 sen?(0) = 3 cos?(8) —5sen?(0) <0

Como siguen siendo: sen(6) >0 y cos(6) >0, V6O € (0, g), sera:

voe (Qz,g), 2a sen(6) cos(0)[3 cos?(8) — 5 sen?(8)] <0

ie.,

voe (Qz,g), ay(8) = 2a sen(8) cos(0)[3cos?(0) — 5sen?(0)] < 0

Tenemos por tanto, para el signo de la funcién aj en (0, g)

©0,6,) (6. 5)

a3(0) + —

De esta manera:

3
a, es estrictamente creciente en (0,0,) = | 0,arc tg \E )

3\ m
)= arctg §,§

A

a, es estrictamente decreciente en (02, 3

3
y enb, =arctg \/; , @ alcanza un maximo de relativo

Esto hace, segun la definicion 3.8, que la curva a alcance un maximo relativo en este punto.
Para estudiar el crecimiento 6 decrecimiento de a, podemos proceder como sigue:
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729 < 825 = 272 <2533 227<5v33 230-3<5V33 >
30-5v33 3

3 3
= <§=>6—\/3_3<§=>0<6—\/3_3<§=>

/ 3 3
=>0< 6—\/§<\/;=>O<arctg( 6—\/ﬁ><arctg \E =

=230-5V33<3 =

s
=0<6,<0,<3

Hacemos ahora la siguiente tabla:

(0,61) (61,62) (92,_
a;(6) + - -
a5 (0) + + —
a;(0) az(6) + - +

En virtud de algunos resultados anteriores, podemos asegurar:

a es estrictamente creciente en (0,0,) = | 0,arc tg ( 6 — \/33)

3
a es estrictamente creciente en (64,0,) = | arctg ( 6— \/33> ,arctg \/;

wl

T 3
a es estrictamente creciente en (92,5) =| arctg \E ,

Sabemos que a tiene un punto con tangente vertical, el correspondiente a

6, =arctg ( 6 — \/33), tiene un punto con tangente horizontal, el que corresponde a

3 . . .
0, =arctg < \/;), donde ademas alcanza un méaximo relativo.

Para seguir conociendo la traza de la curva a, vamos a estudiar ahora su concavidad y
convexidad.

Tenemos:
voelo T a;1(0) = 3a cos(30) cos(0) — a sen(360) sen(6)
( 5) {aé(e) = 3a cos(30) sen(0) + a sen(30) cos(H)

Ambas funciones, @; y a3 son funciones derivables en (O, g), y se tiene:
/s
voe (o,g),
ai'(0) = —3a.3 sen(360) cos(8) — 3a cos(30) sen(6) — a.3 cos(30) sen(6) —
—a sen(30) cos(8) = —10 a sen(36) cos(8) — 6a cos(30) sen(6)

a3 (0) = —3a.3 sen(360) sen(0) + 3a cos(360) cos(8) + 3a cos(30) cos(0) —
—a sen(30) sen(0) = —10a sen(36) sen(0) + 6a cos(30) cos(6)

Ve (o,g), {“1'(9> = —10 a sen(36) cos(8) — 6 a cos(36) sen(6)

a3 (8) = —10 a sen(30) sen(8) + 6 a cos(30) cos(0)
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Vamos a estudiar entonces la funcion aq(0) a3 (0) — a5(0) ay' (0)

Tenemos de un lado:

voe (o, g)
a1 (0) ay (8) = (Sa cos(30) cos(6) — a sen(36) sen(@))
(—10a sen(360) sen(0) + 6a cos(36) cos(@)) =
= —30a? cos(30) sen(36) cos(8) sen(8) + 18a?cos?(36) cos?(8) +
+10a? sen?(30) sen?(0) — 6a? cos(36) sen(36) sen() cos(8) =
= —36a? cos(30) sen(30) sen(0) cos(8) + 18a?cos?(36) cos?(6) +

+10a? sen?(360) sen?(0)
Y de otro lado:

voe (o, g)
ay(0) ai’ () = (3a cos(30) sen(8) + a sen(36) cos(H))
(—10a sen(36) cos(8) — 6a cos(36) sen(h)) =
= —30a? cos(30) sen(36) sen(0) cos(8) — 18a? cos?(36) sen?(8) —
—10a? sen?(30) cos?(0) — 6a? cos(36) sen(38) cos(9) sen(h) =
= —36a? cos(30) sen(30) sen(0) cos(8) — 18a? cos?(36) sen?(8) —

—10a? sen?(36) cos?(0)
De donde se tendra:

s
voe (o, §),
a;(0) a3 (0) — az(8) ay' () =
(—36a? cos(36) sen(36) sen(8) cos(0) + 18a? cos?(36) cos?(6)
+ 10a? sen?(36) sen?(6))
— (—36a® cos(36) sen(36) sen(6) cos(8) — 18a? cos?(36) sen?(6)
— 10a? sen?(36) cos*(9)) =
= 18a? c0s?(36) cos?(0) + 18a? cos?(36) sen?(0) + 10a? sen?(30) sen?(6)
+ 10a? sen?(30) cos?(0) =
= 18a? c0s?(36)[cos?(8) + sen?(8)] + 10a? sen?(36)[cos?(8) + sen?(6)] =
= 18a? c0s?(36) + 10a? sen?(36)

Ve 0,E , a1 (8)ay (8) — ay(@)ay (8) = 18a? cos?(30) + 10a? sen?(36)
3

Y sin duda:

T
18a2 c0s2(36) + 10a?sen?(30) >0, VOE€ (0,5)

Para estudiar entonces la concavidad o convexidad de nuestra curva a, tendremos:

0,6 n
(0,6,) (6.5)
al(0)ay (6) — a3 (0)ay (6) + n
(a1(0))’ + -
(af af — ay a7)(O) n -
(1))’
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En virtud del resultado 3.22 podemos asegurar entonces lo siguiente:

La curva a es convexa en (0,0,) =| 0,arc tg ( 6 — \/33)

T T
La curva a es coéncava en (91,5) = (arc tg ( 6 — \/3_3>,§>

Bien, pues con todo lo anterior podemos hacer el siguiente esbozo para nuestra curva (el

pétalo de nuestra rosa correspondiente a la rama 6 € (0, g))

ol 0) (Gsen(30)cos(0), Ssen(30)sen())

11

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Sigamos ahora con el estudio de la segunda rama (o el segundo pétalo) de nuestra rosa, i.e:
vamos a considerar la funcion:

fa: (%nn) c [0,21) > (0, +00)

0 - f,(0) = asen(36)
Y vamos a intentar representar:

¥ (978f05) = {(12®) 050, £, @) sen @), 0 € (5 7)}

Sabemos, que siendo f, € C?! (2?”, 1'[), la funcion:
B: (Z—H n) CR- R?
3
8 > B(6) = (f2(6) cos(6), () sen(6))

Es una curva regular plana que cumple: traz(B) =y ( gra fpol(fz)).
Intentemos entonces determinar la traza de 8

En principio veamos las regiones del plano cartesiano donde se encuentra nuestro subconjunto:
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. 21
Si 6 € (?,n), tenemos:
De un lado:

2n

=
— <0<
3 Vs

2m 21
Ge(—,n) >—<0<m >

2m < 360 < 3m 0<30—-2n<m
=
w5 { {

2 o<
3 T

{0 <sen(360 —2m) <1 {0 <sen(30) <1 {0 <asen(36)<a
—1<cos(8)<0 —1<cos(8)<0 0<—cos(f)<1

=>0< —asen(30) cos(8) <a = —a <asen(30) cos(8) <0 =
> —a<p(0)<0 =p060)€e(—a0)c[—a,0]

Y de otro:

21

?<9<7T =

21 2T
96(—,71) >—<0<m >

2m < 36 < 3m 0<30-2n<m
=
T =5 { {

2T g <
3 Vs

{O <sen(30 —2m) <1 {0 <sen(30) <1 {0 <asen(30)<a
0<sen(d) <1 0<sen(@) <1 0<sen(@) <1

>0<asen(38)sen(f)<a =0<B,(0) <a=p,(0)€e (0,a) <[0,a]

Luego:
2
Sife (éfn) = (8,(6), B,(8)) € [—a,0] X [0,a]

Pty

Para estudiar ahora el crecimiento de f3,
procedemos como sigue:

B1y B, son dos funciones derivables en

(Zn ) Vae(Zn )
-a =] 3'”' y 3,7'[.

B1(8) = 3a cos(360) cos(8) — a sen(360) sen(H)
B3(0) = 3a cos(30) sen(8) + a sen(30) cos(H)

B3l

Si repetimos ahora las mismas operaciones efectuadas para la curva a, obtendremos que:
Vo e (2_71 n) B1(0) = 3a cos*(0) — 12a sen?(8) cos?(0) + a sen*(6)
3 B5(8) = 2a sen(0) cos(0)[3 cos?(8) — 5 sen?(6)]

Para estudiar el signo de 81 (6) y B5(6), vamos a empezar viendo si alguna vez pasan por cero.
2w
2w . =
Sea 0 € (?n) con B{(0)=0 > De un lado: 3 <0<m N
Y de otro lado: B1(6) =0
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21
——n<f8-n<0
= 3 =

3a cos*(8) — 12a sen?(8) cos?(6) + a sen*(8) = 0

s
-3 <f-mn<0
= 13acos*(0) 12asen?(6) cos?(8) asen*(0) B =
a cos*(6) a cos*(0) acos*(9)

—tg (g) <tg(0) <tg(0)

T
tg(—%) <tg(d —m) =tg(8) <tg(0)
ﬁ{ ( 3) = 12 +Vidd—12 =
2

3-12tg%(0) +tg*(®) =0 tg2(0) =

{—\/§ <tg(6) <0 -V3<tg(®) <0 —/3<tg(0) <0
= = =
tg’(0) =633 (tg(0) =+ [6+V33 (tg(6) =633

TenemOS de esta manera:
21
Sife (?,n>, BI(O) =0 = tg(6) = — /6—\/33

Si nos fijamos ahora en la funcién:
. [271 ] R
= -
g 3"
6 - tg(6)

.y . 21 ,
Y observamos que se trata de una funcion continua en [? , n], y que ademas:

—\/§=tg<2?n)<— /6—\/§<tg(n)=0

En virtud del resultado de los valores intermedios, tendremos que:

2m
3036(?;”); tg(e:),):_ 6_\/§

Siendo ademas la funcion estrictamente creciente, como sabemos que es, podemos asegurar

también, que:
2
3!936(?,”), tg(93)=_ 6_\/33

Y si tomamos tal 5 € (2?”,71), que cumple: tg(f3) = — 6 — /33, ocurre:

tg(63) + f6—\/3_=0 >

(tg(93)+ /6—@)(@(93)— /6—@)(@;(93” /6+\/§><tg(93)— /6+x/§>=0 =

= (tg2(93) —-(6- \/ﬁ)) (tg2(93) -(6+ \/ﬁ)) =0 >

tg*(03) — (6 +V33) tg?(65) — (6 —V33) tg?(63) + (36 —33) =0 =
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= a cos*(83) tg*(03) — 12a cos*(03) tg?(63) + 3a cos*(83) =0 =
= a sen*(8;) — 12a sen?(0;) cos?(685) + 3a cos*(6;) =0 =
= p1(63) =0

Tenemos de esta manera:

2n
Si € (;n) entonces:

BiO) =0 o e=e3=mtg(_ —@)

Si tomamos ahora:

06 —63 (?ﬂ arctg|—./6— \/ﬁ) zz?n<0<arctg<—/ —\/ﬁ)ﬁ
)<tg(9)<—/6 V33 = \/_<tg(6)<—/6 V33 =

> — /6+\/§<—x/§<tg(9)<—\/6—\/ﬁ<\/6—\/ﬁ <\/6+\/ﬁ >

tg(0) + /6+\/ﬁ>0 tg(6) — |6 —V33<0
=

= y

tg(0) + /6—x/§<0 tg(8) — [6+V33<0
:(tg(9)+ /6+\/_><tg(0)+ 6 — )(tg(e) \/_><tg(9) / \/ﬁ><o=>
)

=>(tg (6) — (6 +33) (tg ) — (6 \/_))<o=>

21
=tg (?

= tg*(0) — (6 —V33) tg?(6) — (6 +V33) tg?(6) + 36 —33) < 0 =
= tg*(8) —12tg?(A)+3<0=>
= a cos*(8) tg*(8) — 12 a cos*(8) tg?(8) + 3a cos* () < 0 =
= a sen*(0) — 12a sen?(8) cos?(0) + 3a cos*(8) <0 = B;(A) <0
21

Si HE(—,

2 2
% 0) = Haretg(~ o -3 | < (5x) = pi@ <0

Y si ahora tomamos: 6 € (85,7), tendremos:
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He(arctg<— ,6—@),n) =>arctg<— 6—\/§><9<7T=>
> — /6—\/3_3<tg(9)<tg(n')=0:~

:—\/6+x/§<—\/6—\/§<tg(9)<0<J6—x/§<\/6+\/§ =

!tg(9)+ /6+\/3§>0 {tg(e)— f6—x/?§<0
=

y
(tg(®) + /6—\/§>0 ltg(®) — 6 +V33<0

=><tg(6)+ /6+\/§><tg(9)+ /6—@)({9(9)— /6—\@)(@,(9)— /6+\/§>>o >

= (tgz(H) -(6+ \/ﬁ)) (th(H) -(6- \/ﬁ)) >0 =

=

= tg*(@) — (6 —V33) tg?(6) — (6 + V33) tg?(8) + (36 —33) > 0 =
= tg*(0) —12tg?(@) +3>0=>
= a cos*(0) tg*(8) — 12a cos*(8) tg?(0) + 3a cos*(8) > 0 =

= a sen*(8) — 12a sen?(8) cos?(0) + 3a cos*(0) >0 = B{(8) >0

Si 0 € (6;,m) = (arctg(— /6—@),n>g(2§,n) = Bi(6) >0

Para el signo de 87 (6), podemos hacer entonces la siguiente tabla:

o)

P1(6) - +

ie:

Tenemos con esto lo siguiente:

. . 2 2
B, es estrictamente decreciente en (? 63) =\ 3 arctg|—./6 —+v33

B, es estrictamente creciente en (05, 7) = (arc tg (— 6 — \/33) , n)

Y el hecho de que B;(85) = 0, quiere decir que la curva B tiene en $(63) un punto de tangente
vertical.

Veamos ahora que ocurre con S5 (0)

2m
Sea 6 € (?n> que cumpla que B3(0) =0
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2m 21
6 e (—n) —<0<m
= y3 = 3 y =
B3(6)=0 2a sen(8) cos(0)[3 cos?(0) — 5 sen?(6)] =0
21 T
o r<0-n<0 tg(~3) <tg(® —m) = tg(6) < tg(0)
= 3 y = y =
3 cos?(0) — 5sen?(8) =0 3 cos?(8) = 5 sen?(8)
J—\/’s_’ <tg(f) <0
y jg
> =>tg(0)=—- |-
3 5
| 9?6 = 3

Por tanto:

21 3
sioe(Fom), @O =0 :tg<e)=—ﬁ

Si nos fijamos nuevamente en la funcion:
. [Zn ] R
i o 11
9:|3"
0 - tg(6)

.y . . . 21
Tendremos una funcion continua, estrictamente creciente en [?, n], tal que:

tg(z?n>=—\/§<—j§<02tg(n)

En virtud entonces del resultado de los valores intermedios y del crecimiento estricto de nuestra

funcion, ocurrira, que:
21 3
3! 945(?%), tg(04) = — 3

. . 2
Si nos fijamos en tal 8, € (?n, n), tenemos:

3 5 3 sen?(6,) 3 5 5
tg(6y) = — 5 = tg*(04) =§ $m=§ = 5sen?(6,) = 3 cos“(6,) =

= 3 cos?(0,) — 5sen?(8,) =0 =
= 2a sen(8,) cos(8,)[3 cos?(8,) — 5 sen?(8,)] = 0

= B;(0,) =0
Tenemos, de esta manera:

21
Si 6 € (?,n>, entonces:

3
B3(0)=0 & 6 =0,=arctyg —\/;
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Si ahora tomamos:

21 21 3 2n
0e<?,94>= ?,arctg 5 Q(?,n)

Tendremos:

2 2m 3
?<9<64 :'tg<?)<tg(9)<tg(94)=— T >

=>—\/§<tg(9)<—\/§:\/§>—tg(9)>j§>0 :tg2(6)>%=>

L sen’® 3 . 2() > 3 cos?(8) = 3 cos*(8) — 5 sen?(8) <0
COSZ(Q) T sen cos cos sen

También:

] 21 21 sen(6) >0
Stoe (?'94> < (;n) = {cos(@) <0

Tendremos de esta manera:
) 2n 2a sen(0) cos(0) < 0
Si 6 e|(—,0
! ( 3 4) = {3 cos?(0) — 5 sen?(0) < 0

= B5(6) = 2a sen(8) cos(8)[3 cos?(8) — 5 sen?(6)] > 0
ie:

21 21 3
Si 96(?,04)= ?,arctg —j; => B3(6)>0

Y si tomamos:

3 2m
0 € (04m) =|arctg| — c|r Q<?,n)

Tendremos:
3
0,<06<m =>tg(6,) <tg(d) <tg(m) = —\/;< tg(0) <0 =

3 sen?(6)

’3 3
2 2 2 2. 2>\ 2 2
=> 5> tg(8) >0 =>5>tg (C))] :>5>c052(9) = 3 cos*(0) > 5sen=(8) =

= 3 cos?(0) — 5sen?(6) >0
Y también:
sen(8) >0
{Cos(e) 20> sen(0) cos(0) < 0 = 2a sen(0) cos(8) <0
Por tanto:
. 3 cos?(6) — 5 sen*(6) > 0
Si 0 € (64,m) :'{ 2a sen(8) cos(6) < 0

= B3(8) = 2a sen(8) cos(8)[3 cos?(8) — 5 sen?(8)] < 0

Para el signo de B5(8), podemos hacer entonces la siguiente tabla:
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2r (64, 1)
(3% '
B2(6) + -
., . . 21 21 3
B, es una funcién estrictamente creciente en <?, 94) =\ 3 arctg| — 3

3
B2 es estrictamente decreciente en (04,m) = | arctg —\/; , T

B, alcanza un maximo relativo en 6,, y por tanto la curva f tiene un maximo relativo en 8(6,),
ademas de un punto de tangente horizontal.

Para estudiar ahora el crecimiento 6 decrecimiento de la curva 3, observemos en principio lo
siguiente:
729 <825 = 272<25.33 227<5v33 =230-3<5vV33 =

3 ’ 3 ’ 3
=30-5v33<3 =>6—\/33<§: 6—v33<\/;z— 6—\/33>—\/;=>
3
=>arctg<— 6—\/33>>arctg —\/; =0;>0,

Podemos recoger toda esta informacion en la siguiente tabla:

2m (04,63) (63,m)
(5-9)
HO) = - "
AG) + _ Z
B1(6).B3(0) - + -

En virtud de un resultado anterior, podemos concluir:
21
La curva [ es estrictamente decreciente en (?, 94)

B es estrictamente creciente en (0,,03)
B es estrictamente decreciente en (03,T)
Y a esto podemos anadirle:
La curva B tiene un maximo relativo en $(6,)
B tiene un punto de tangente horizontal en B(6,)
B tiene un punto de tangente vertical en B(63)

Por ultimo vamos a intentar estudiar su concavidad 6 convexidad.
. . . . 21
Las funciones B y B son funciones diferenciables en (?, n)
Y para ellas se tiene:

Ve (%,n), {B{(B) = 3a cos(30) cos(8) — a sen(30) sen(0)

B5(0) = 3a cos(30) sen(8) + a sen(30) cos(0)
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2m
Voe (?,TL’),

Bi'(0) = —3a sen(30) 3 cos(0) — 3a cos(30) sen(8) —

—(3a cos(30) sen(0) + a sen(36) cos(6)) =

= —10a sen(360) cos(0) — 6a cos(30) sen(B)
5 (0) = —3a sen(30) 3 sen(8) + 3a cos(360) cos(8) +

+3a cos(360) cos(0) — a sen(30) sen(0) =
= —10a sen(360) sen(0) + 6a cos(360) cos(0)

Si pretendemos estudiar nuevamente el signo de:

AOBEO-EORO) o (2 )
(81(®)

Tendremos, que las expresiones para 81, B3, B1, By son exactamente las mismas que para @,
aj, ai y aj respectivamente, y por tanto quedara, que:

2
vVoe <?,T[),
B1(8) B3 (8) — B3 (8) By’ (8) = 18a? cos?(30) + 10a? sen?(36)

0 * 0,

21 , " ’ "
v9€<?'”)' B1(0) B3'(8) — p2(8) p1'(6) >0

Tendremos por tanto:

2n (65, m)
(585) ’
(B1 By — B3 BID(O) + +
(810’ - +
L By — B3 BY(©®)
(51®)° B *

Y seglin el resultado: 3.22, podemos asegurar:

i 2 2n
La curva f es céncava en (?, 93) =\ 3 arctg|—./6 —V33
La curva B es convexaen (05,m) = (arc tg <— ’6 - \/33) ,n)

Y conocido todo esto, podemos hacer un esbozo de la curva 8, segundo pétalo de nuestra rosa
de tres pétalos.
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44
HH) = (bsen(30)cos(@). Hsen(360)sen(f))
3
211
—< O< I “
3
1
-8 -7 -6 -5 -4 -3 ~2 -1 0 1 2 3
-1
-2
-3

Para el estudio de la tercera rama (o tercer pétalo), consideramos la funcion:
4m Sm
f3: (—,—) c [0,2m) — (0, +o0)

3°3
0 - f3(0) = asen(36)
Y vamos a intentar representar:

v (97afnl1) = {(5®) cos@, ;@ sen@),  0€ (5. 7)]

. 5 .
Sabemos, que siendo f; € C?! (%,{), la funcion:

4 5w
y: (—,—) c [0,2m) — R?

3°3
6 > y(8) = (f2(6) cos(6), f3(6) sen(8))

es una curva regular plana, que cumple:

traz(y) = ¢ (gTafpoz(f3))

Vamos a intentar representar entonces la traza de la curva:
(471 571) R?
== -
""\3773
6-y6)= (a sen(30) cos(0),a sen(30) sen(ﬁ))

Empecemos viendo en que regiones del plano puede encontrarse:

4m 37‘[)C(4TE 571) 4n<9<3rr
— —)cl—,—) = — — =
372 3’3

i 0 €
SlG( 3 >

9
4m <36 < o 0<sen(30) <1 0<asen(30)<a

= 4m 3m =>{—1<cos(6)<0 =>{—1<cos(9)<0
1T<?<9<7
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{0 < asen(36) <a = 0< —asen(36)cos(f) <a =

0<—cos(@) <1

= 0> asen(30) cos(0) > —a = —a < asen(360) cos(0) =y,(0) <0

ie.,
4 3w
Si g€ (?,7> = 1,(0) € (~a,0) € [~a,0]
También:
o
4_7T<6<3_7T:? 4n<36<7 {0<sen(39)<1 {0<asen(39)<a
3 2 4 3m -1<sen(8) <0 0<—sen(d) <1
? <0< 7

= 0< —asen(30) sen(f) <a = —a < asen(36) sen(d) < 0= y,(0) € (—a,0)
ie.,

Sifoe (%"37”) = 7,(0) € (=a,0) < [~a, 0]

Tenemos asi:

a o
i L]
. . 4 3m
Amd - - 3wl . =
Si 6 € ( 33 )
(yl (6)1 Y2 (e)) € [_a! 0] X [_a’ 0]
o = y(0) € [-a,0] X [-a,0]
Si ahora tomamos:
0 (37r 51'[)
2°3)
Tendremos:
De un lado:
on
06(3—n 5—ﬂ> = 3_1r<0<5_7r = 7<39<5n:{0<sen(39)<1$
2’3 2 3 3n 5m 0<cos(@) <1
? <0< ?

{0 <asen(30)<a

0O<cos(®) <1 0 <asen(30)cos(f) <a = 0<y1(f) <a

ie:

Sife (37"5?”) = 1,(0) € (0,a) < [0, ]

Y de otro lado:
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on
96(3_” 5_”) =>3_7T<9<5_”:> 7<39<5n${0<sen(39)<1
2°3 2 3 3m 5w —1<sen(0) <0
7<9<?

{0 <asen(36)<a

0 < —sen(d) < 1 =>0< —asen(30)sen(f)<a =

> —a<asen(30)sen(f) <0 = —a<y,(0)<0

ie.,
Sige (32—"5?") = 7,(0) € (—a,0) € [a,0]
Luego:
(}/1(9)r Y2 (g)) € [0! a] X [—a, 0]
riR = y(0) €[0,a] x [—a,0]

I <53
Para estudiar el crecimiento de la curva y,
vamos a volver a estudiar los signos de las
funciones y1(0) y y3(8), ahora en el

. 4m 51
intervalo EEY

41 57 ¥1(0) = a sen(30) cos(0)
voe (?'?) {y:(@) = a sen(360) sen(0)

Funciones, ya sabemos, derivables en nuestro intervalo, y ademas:

Ve (4_7T 5_7T) {y{(@) = 3a cos(30) cos(6) — a sen(360) sen(6)

3’3 y5(8) = 3a cos(360) sen(0) + a sen(30) cos(8)

Y si volvemos a repetir las mismas operaciones que hicimos para la curva a (el primer pétalo de
nuestra rosa), tendremos:
Ve (4_7T 5_7T) {y{(@) = 3a cos*(0) — 12a sen?(8) cos?(6) + a sen*(6)
3°3)/)° y3(8) = 2a sen(8) cos(8) [3 cos?(0) — 5 sen?(6)]

Vamos a empezar estudiando el signo de la funcion y; (6).
Ocurre lo siguiente:

4 3 t (_T[)<t (9)
4t 3m - - 9 9
sioe(35) v i@ =023 <05 5 73/
= 7i®) =0
s
tg (n + —) <tg(6)
= 3

y
3a cos*(0) — 12a sen?(8) cos?(0) + a sen*(8) = 0

4 31

Como ademas, si 6 € (?,7), cos(8) # 0, entonces:
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( tg( ) <tg(®) V3 < tg(6)
y = y >
3acos*(6) 12asen®(9)cos*(9) asen*() 0 3—12tg%(6) + tg*(8) = 0

l acos*(0) a cos*(6) acos*(0)

(

{ tg(g) >3 tg(6) >3

= y =
|t == f e ZEORT R
tg(6) >3
= Y = tg(8) = |6 +V33

tg(6) = + /6i\/§

4 3
5195(57”) y y1(6)=0 =>tg(6) = |6+33

Tenemos asi:

Observemos ahora lo siguiente:

Si nos fijamos ahora en la funcion:
4m 3m
tg: [ ) - R
0 - tg(0)
. . . . . 4m 3
Sabemos que se trata de una funcién continua y estrictamente creciente en el intervalo [?n, 7”),

para la que se cumple:
liglt _tg(0) =+

0~(7
Entonces:
4m 3w
Dado M = |6 ++V33 >0, 36 >0, vVoe EX 2)

3
|e—7”|<5 = tg(6) > /6+x/’§

P [471 31[)
€377

Si fijamos entonces un:

90 - 7 < 6
Y consideramos la funcion:
41
tg: [?, 90] - R
6 - tg(0)

., . . . 41T
Tendremos una funcidn continua y estrictamente creciente en [?, 60], para la que se cumple:

tg(%n)=\/§ y  tg(6y) > /6+\/§

En virtud entonces del teorema de los valores intermedios, y por la inyectividad de nuestra
funcién, podemos asegurar que:

4 4m 3
alese(ge)c(; 2”) tg(8s) = |6 +V33
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. . 4m 3 \
Sinos fijamos en tal 05 € (?n;), ocurre para él:

tg(6s) = 4/6+\/§ => <tg(95) - /6+x/§) =0 >
(tg(Qs) - /6 + m) <tg(95) + m> <tg(95) - m> (tg(GS) + m> =0

= (tg%(85) — (6 +V33)) (tg?(85) — (6 —V33)) = 0 =
= tg*(8s) — (6 —V33) tg?(8s) — (6 + V33) tg?(8s) + 36 —33) =0 =
> tg*(0s) — 12 tg%(0s) + 3 = 0 = a cos*(05)[tg*(6s) — 12 tg?(6s) + 3] = 0
= a cos*(05) tg*(6s) — 12a cos*(6s) tg?(0s) + 3a cos*(6s) = 0 =
= a sen*(8s) — 12a sen?(6s) cos?(6s) + 3a cos*(85) = 0 = y{(6s) = 0

Tenemos por tanto, en resumen:

4m 3w
sioe (2,0,

_—, entonces:
3°2

y1(0) =0 & 0=95=arctg< 6+\/ﬁ>

Ocurre ademas lo siguiente:

41 41 4 3
Si 96(?,05>=<?,arctg< 6+\/3_3>>§(?n,7n)=>

4m 4T
:»?<0<95 =>tg(?><tg(9)<tg(95)= 6+V33 =

=>V3<tg(h) < /6+\/§ =

=>—\/6+\/§<—J6—x/ﬁ<\/6—@<x/§<tg(9)< /6+x/ﬁ =

> (tg(6)+ /6+\/§>>0 (tg(9)+ /6—\/ﬁ>>o
(tg(B)— /6—m>>0 (tg(B)— /6+x/§)<o
Entonces:

(tg(6)+ /6+\/ﬁ)(tg(9)+ /6—\/§><tg(e)— /6—\/@)(@(9)— /6+\/§)<o =

(tg?®) - (6 +V33)) (tg?(®) - (6 —V33)) <0 =

tg*(0) — (6 —V33) tg?(0) — (6 + V33) tg?(8) + 36 —33) < 0 =
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= tg*(0) — 12 tg%(8) +3 < 0
Como ademas:
acos*(8) >0
Tendremos:
a cos*(0) tg*(8) — 12a cos*(8) tg?(8) + 3a cos*(8) < 0 =

= a sen*(0) — 12a sen?(0) cos?(0) + 3a cos*(0) <0 = y{(0) <0
ie.,
) 4 4m 3w ,
sioe(5.0)s(37) = n@ <o

0 €<95,37ﬂ>=<arctg( ,6 \/ﬁ),%)g (%,%) =

3
= 65<9<7n = tg(hs) < tg(0) = /6+x/ﬁ<tg(9) >

Y si tomamos:

:—\/6+\/§<—\/6—\/§<\/6—‘/3—3<\/6+\/§<tg(9)

=><tg(9)+ /6+\/§>>0 <tg(9)+ /6—\/§>>o
(tg(e)— /6—«/3’_3>>0 <tg(9)— /6+\/3_3>>0
Entonces:

<tg(9)+ [6+\/§)<tg(9)+ /6—\/§><tg(e)— [6—@)(@(9)— /6+\/§>>0 =

= (tg?(0) — (6 +V33)) (tg*(®) — (6 -V33)) >0 =
= tg*(0) — (6 —V33) tg?(6) — (6 +V33) tg?(6) + (36 —33) > 0 =

= tg*(0) — 12 tg%(@) +3 > 0
Como también:
acos*(8) >0
Tendremos:
a cos*(0) tg*(8) — 12a cos*(0) tg?(8) + 3a cos*(8) > 0 =

= a sen*(0) — 12a sen?(8) cos?(0) + 3a cos*(6) >0 = y{(6) >0

ie.,
37'[) (471’ 3

. 3m\ _ (4m 3 ,
slee<95,2 3,2)=>V1(9)>0

En resumen, tenemos hasta ahora:

w

. 4 4 T ,
si0e(36:) = (37) = i@ <o
Si g 9371 C<47r37r) '(8) > 0

- e
: E<5'2>— 377) 2 n®
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y ¥1(65) =0

. . 3w 5w
Vamos a estudiar ahora lo que ocurre en el intervalo: (7, ?)

) 3w 5w
Si 6 € (7,?) y vi1(0)=0, tendremos:

3 5t 5n
— <<= tg(9)<fg<—)
2 3 N 3 =
y y
y1(0) =0 3a cos*(6) — 12a sen?(0) cos?(0) + a sen*(8) = 0

21
tg(0) <tg <n + ?)
= y =
l3a cos*(8) 12asen®(9) cos*(8) asen*()
a cos*(0) a cos*(0) acos*(@)

tg(0) < tg (%) R (o< ti (2?“_ n) R

y
3-12tg%(O)+ tg* ) =0 |1g?(6) = 124vid4—12 *’1244‘12

tg(d) < tg (—g) =—tg (g) -z | tg(H)y< -3

= y =
tg%(6) = 6 £ V33 tg(®) =+ /6ix/§

= tg(d) = — /6+\/3_3

3w 5w
Si96(7,?) y V@) =0 =tg(0) = —|6+33

ie.,

Observemos de otro lado que si tomamos la funcion:
. (37‘[ Y4 R
==~
9\23
6~ tg(6)
Sabemos que se trata de una funcion estrictamente creciente y continua en (37" S?H], para la que

ademas ocurre:
lim tg(@) = —oo
o-(f)’
2
Entonces:
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3r 5

Dado |6 +V33>0, 38>0, vee({,?"],
3

‘9—7|<6=tg(9)<—/6+\/?§

3m 51

Si fijamos entonces tal § > 0 y consideramos: 6, € (7,?], |00 - 377T| <4

Basta considerar la funcion:
5t
tg: [60,?] - R
0 - tg(6)

., . . . 51 ,
Para tener una funcion estrictamente creciente y continua en [90,?], para la que ademas:

tg(6,) < — /6+x/§ y tg(s?n>=—\/§>— /6+\/§

En virtud entonces del resultado de los valores intermedios y de la inyectividad de nuestra
funcion, podemos asegurar que:

5
3! 066(00'?>' tg(66)=— 6++33
Luego:
3w 5w
3! 96E<7,?), tg(66)=— 6 ++v33

3am 5
Y para tal 64 € (?",?n), tendremos entonces:

tg(6g) = — /6+\/3’_3 > (tg(96)+ /6+\/3_3)
:><tg(96)+ /6+\/§><tg(96)— /6—\/§><tg(96)+ /6—\/§><tg(96)— /6+\/§>=0

= (t92(00) - (6-+33)) (t4°05) — (6 - V33)) = 0 =

0>

= tg*(8s) — (6 —V33) tg?(86) — (6 +V33) tg?(8s) + (36 —33) =0 =
= tg*(8e) —12tg?(8g) +3 =0 = acos*(8,)[tg*(8s) — 12tg%(8s) +3] =0 >
= a cos*(0g) tg*(8e) — 12a cos*(8¢) tg?(8e) + 3a cos*(6g) =0 =
= a sen*(0g) — 12a sen?(0;) cos?(0g) + 3a cos*(6s) =0 = y1(6g) =0

Resumiendo, tenemos:

3w 51
) s entonces:

o (35T
St o (2’3

y1(0) =0 & 9296=arctg<— 6+\/§>

Si tomamos ahora:

3 3 3m 5w
6 € (7,66) =\ arc tg|—J6+V33) ]| = (7?) tendremos:
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3
— <6 <0 = tg(0) < tg(Bs) = tg(d) < — f6+\/§ =

:~tg(9)<—\[6+\/§<—\/6—x/§<\/6—\/§<\/6+x/§ =

= <tg(9) + m> <0 (tg(g) + f6 _ @) <0
<t9(9) - \/6——@> <0 (tg(g) — \/Tm) <0

:><tg(9)+ /6+\/§><tg(9)+ /6—@)(@(9)— /6—@)(@(9)— /6 +x/§>>0 =

= (tg?(©) - (6 +33)) (tg?(®) — (6 —¥33)) > 0 =
= tg*(6) — (6 —V33) tg?(0) — (6 +V33) tg?(8) + (36 —33) > 0 =
= tg*(0) — 12tg*(6) +3 > 0 = a cos*(6)[tg*(6) — 12 tg?(6) +3] > 0 =
= a cos*(6) tg*(8) — 12a cos*(9) tg?(h) + 3a cos*(8) > 0 =

= a sen*(8) — 12a sen?(6) cos?(8) + 3a cos*(8) > 0= y;(6) >0

5'05(3”9)c(3” 5”): 10) > 0
L 2'7%6) =33 }’1()

ie.,

Y si tomamos:

5 f 5 3m 5
0 e (96,5) = (arc tg (— 6+ \/?E) ,g) c (771_) tenemos:

3
O <0< S?H =>tg(0) <tg(B) <tg (5?”) =tg (S—H— 2n> =tg (——) =—tg (—)

> — f6+\/ﬁ<tg(9)<—\/§ =

= - /6+\/§<tg(9)<—\/§<—J6—\/§<\/6—x/§<\/6+\/§=>

> <tg(0)+ /6+\/§>>0 <tg(9)+ /6—\/§><0
<tg(0)— /6—\/3_3><0 <tg(9)— /6+x/3_3><0

=3 (tg(0)+ /6+\/§><tg(0)+ /6—\/§><tg(9)— /6—\/§><tg(9)— /6+\/§)<0

= (tg*(0) - (6 +V33)) (tg*®) - (6-V33)) < 0 =
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= tg*(0) — (6 —V33) tg?(8) — (6 + V33) tg?(6) + (36 —33) < 0 =
= tg*(0) —12tg%(0) +3 < 0= acos*(8)[tg*(8) — 12tg?(A) +3] < 0 >
= a cos*(0) tg*(8) — 12a cos*(0) tg?(0) + 3a cos* () <0 =

= a sen*(9) — 12a sen?(0) cos?(0) + 3a cos*(8) <0 = y;(6) <0
ie.,
Si ee(e Sn)c(3” 5”) = ¥i(0) <0
l 6’ 3 = 2 ’ 3 )/1( )

Por ultimo:
, (31r> _3 4 (31[) 12 2 (31r> 2 <3n) + 4 (371) —a(-1) =
Y1 > ) = acos > asen > cos > asen > =a =a
ie.,
, <3n) —a>0
Y1 2 =a

Tenemos en resumen, para el signo de y; (8), lo siguiente:

. 4 4n 3m ,
Si QE<?,95)Q(?,7) = }/1(9)<0
S'Ge(e 3”)C(4n 3”) = y:(0)>0
' ¥2)=\3'2) 7~ "N

3 2
¥1(6s) = 0 = y1(66)
4m 3
Siendo: 65 € (?n,;), tg(8s) = |6 +/33 y
5m

Lo podemos expresar en la siguiente tabla:

41 3w
(56) (95'7)

¥1(6) - + + -

y vi(65)=0; y1(86) =0
Vamos a intentar ahora hacer lo mismo con el signo de y3(6)

Voe (%%) y3(8) = 2a sen(8) cos(8) [3 cos?(8) — 5 sen?()]
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Observemos antes de nada lo siguiente:

S'Be(4n3n) 47T<¢9<37T=>1: (4)<t 6 t(+)<t(9=>
—_—— —_— —_— =
i ) 3 > 9(3 g@)=>tglm 3 9(8)

:M/_—tg( )<tg(9) = 3 < tg?(h) :>3<3<tg O

3 2(0
=>-< sen(6) = 3 cos%(0) < 5sen?(0) = 3 cos?(0) —5sen?(0) <0
5 " cos2(0)
1e.,
4m 3w
Sife (? 7) = 3 c0s%(0) — 5sen?(0) <0
También:
® 3w 0
3 cos(8) = cos (—) = 200 —
Sig="2 5 V2 {2“’52%_2 >
sen(0) = sen (7> =-1 sen -
= 3c0s*(@)—5sen?() =0—-5=-5<0
ie.,
3
Si 6= - = 3 cos?(0) — 5 sen?(8) < 0
Y también:
Si 9e(3” 5”) L3 < Loy <t (5") tg (2 ”)
_ JR— e = —_—] =
' 273 2 3 9 I\3) =\ T3
T s
=>tg(0) <tg (—5) = —tg (§) =—3=2V3<-tg(0) =3 <tg?®) =
L 3 c3<tg?0) = sen®(0) _ 2(9) < 5 sen?(6) =
= g = 20s2(0) cos sen
= 3 c0s%(0) —5sen?(0) <0
ie.,
3 5m
Sife (7,?> = 3 c0s?(0) — 5sen?(0) <0

Ocurre, como vemos que:
w 5m
voe <? ?) 3 cos?(0) — 5sen?(8) < 0

En particular:

T 57
voe <? ?) 3 cos?(0) — 5 sen?(8) # 0
Entonces:
4m 5w
Si 6 € ( 33 ) tendremos:
y5(8) = 0 © 2asen(8) cos(8) [3 cos?(8) — 5sen?(8)] =0 &

sen(6) =0 37
o 2asen(0) cos(f) =0 & { ) ocos(0)=0 & § =—
- 2

cos(0) =0
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. 3T
Si notamos entonces por 6, = - tendremos:

Sige <47r 57'[) . '
3 3°3)” entonces:
3
r2(6)=0 o 0=0,=—
Ademas:
S'Ge(4n6)—(4n3n) . .
i 5 07)=\57) entonces:

De un lado ya sabemos que:
3 cos?(0) —5sen?(0) <0

Y de otro lado:

y = 2a sen(6) cos(6) >0

{—1 <sen(f) <0
—1<cos(8)<0

Por tanto:

41
Sife (?,07) = y5(8) = 2a sen(8) cos(8)[3 cos?(8) — 5 sen?(8)] < 0

Sige (9 5n> _ (3n 57‘[) . .
l 73 )=\33) entonces:
Sigue ocurriendo de un lado, que:
3 cos?(0) — 5sen?(0) <0

Pero ahora:

y = 2a sen(0) cos(6) <0

sen(0) <0
Los(@) >0

Por lo que tendremos:

5
NS (07,?) = y5(0) = 2a sen(8) cos(8)[3 cos?(8) — 5 sen?(0)] > 0

Para el signo de y5(6), podemos hacer entonces la siguiente tabla:

4T 5w
(?97) (97'?)

¥2(6) - +

, , (3T
y v2(87) =v; <7) =0

De donde deducimos:

4
Y, es una funcion estrictamente decreciente en (? 97)
. . . ST
Y, esuna funcion estrictamente creciente en 97,?

3n
en 6, = > la funcién y,(6) alcanza un minimo relativo, y la curva y también.

y,(07) es un punto de la curva donde la tangente es horizontal
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Para el crecimiento 6 decrecimiento de la curva y, podemos hacer ahora la siguiente tabla:

47-[ (9 ’ 67) (97, 9 ) 57-[
(56 j ° (6e5)
v1(6) - + + -
¥2(6) - - + +
¥1(60).v,(8) + - + —

Tenemos seglin los resultados estudiados anteriormente, que:

4r
La curva y es estrictamente creciente en (? 95)

La curva y es estictamente decreciente en (8s,0;)
La curva y es estrictamente creciente en (65,0¢)

06' ?
y tiene puntos de tangente vertical eny(6s) y y(6¢)
y tiene un punto de tangente horizontal en y(6,) donde ademas alcanza

un minimo relativo.

5n
La curva y es estrictamente decreciente en ( )

Nos queda por ultimo estudiar la concavidad o convexidad de nuestra curva.

Las funciones y;(8) y y5(6) resultan ser funciones derivables en (4—n , 5?”) y ademas para ellas
se tiene:

Vo e (4—" 5—”)
3'3/
y1'(0) = —3a sen(30) 3 cos(8) — 3a cos(30) sen(6) —
—(a cos(360) 3 sen(0) + a sen(360) cos(@)) =
= —9a sen(30) cos(0) — 3a cos(30) sen(h) —
—3a cos(360) sen(0) — a sen(360) cos(0) =
—10a sen(30) cos(0) — 6a cos(30) sen(h)

y5 (0) = —3a sen(30) 3 sen(8) + 3a cos(36) cos(8) +
+ a cos(30) 3 cos(0) — a sen(30) sen(0) =
= —9a sen(30) sen(0) + 3a cos(360) cos(0) +
+3a cos(360) cos(0) — a sen(36) sen(0) =
= —10a sen(30) sen(8) + 6a cos(36) cos(8)

Repitiendo las operaciones realizadas para la curva a, volvemos a obtener que:

Vo e (4-11 5n)
3'3/
y1(8)y5 (8) —y5(8)y1 (8) = 18 a? cos?(36) + 10 a? sen?(36)
Y por tanto:

471- T ! " 4 n
voe(3.5) OO - rO)ri©) >0
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Si pretendemos estudiar el signo de:

r1(8)y2'(0) — )’{;(9)]/5(9)’ Vo e (47‘[ 5m
(H(®)

Podemos hacer ahora la siguiente tabla:

4 (0s,6,) 5
(5-) " (65)
(y1vs —v2r1)(6) + + +
(i)’ - + -
y1v2 —v2v1)(6) — + -
(®)°

Segun el resultado 3.22, estamos en condiciones de asegurar que:

4n
La curva y es coéncava en (?, 95>

La curva y es convexa en (6s,6,)

5m
La curva y es céncava en (96,?)

Con todo lo anterior, estamos ya en condiciones de hacer un esbozo de la traza de la curva y
(tercer pétalo de la rosa de tres pétalos).

1

~(6) (Ssen(30)cos(l), Hse n( 40 )sen(d))

-4

La representacion cartesiana de la grafica de f en coordenadas polares (la rosa de tres pétalos
al completo) quedaria de la siguiente manera:
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(@) =|5sen(30)

-2

4.8 Curvas asociadas al problema de los dos cuerpos

El problema basico de la mecanica celeste es el que considera un sistema compuesto por dos
particulas que interactian mutuamente bajo la accion gravitatoria y que no sufre ninguna accion
externa. El conocido como “problema de los dos cuerpos” es el que consiste en realizar una
descripcion completa del movimiento de cada uno de ellos.

Con este planteamiento del problema y teniendo en cuenta algunas consideraciones fisicas
sobre el campo gravitatorio, como por ejemplo que se trata de un campo central y conservativo,
se llega a la conclusion (no es objetivo de este texto hacer tal desarrollo) de que la trayectoria
que describe una particula alrededor de la otra, sobre la que se sitaa el origen del sistema de
referencia, viene regida, en coordenadas polares, por una ecuacion diferencial lineal, cuyas
soluciones tienen la forma:

l2
f©) = &

2
1+ % cos(0 —6,)

Siendo: [ el modulo del momento de inercia del sistema.

k = G (my + my), con G la constante de gravitacion universal, m; y m, las masas de las
particulas que intervienen.

Ay 6, son constantes de integracion que dependen del momento inicial del sistema y para los
que podemos hacer la suposicion, sin pérdida de generalidad, de que A = 0.
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Si notamos por:

_ 12 A 12 4
p=p, e=——=A4p
Y pensamos para simplificar, que: 6, = 0, podemos escribir nuestra funcion en la forma:
) =—5— @e=0)
1+ e cos(6) -

Bien, pues vamos a estudiar en este apartado las posibles trayectorias que puede describir una de
las particulas alrededor de la otra, en otras palabras, vamos a intentar estudiar, seglin los valores

de "p" y "e", cuando f es en realidad una funcion en el plano polar y que curva genera en el
plano cartesiano.

Pueden darse en principio los siguientes casos:
e=0
0<ex<1
e=1
e>1
Vamos a estudiar con detenimiento cada uno de ellos:

4.8.1 Casoenquee=0

Para e = 0, nos queda la trayectoria:
p p
H = — = ==
Q) 1+0cos(0) 1 p
2
Con p = % = cte que depende del sistema (p > 0)
Si consideramos entonces:
f:(0,2m) - (0,+0)
6-f0)=p
Ocurre sin duda que f es una funcion, cuya grafica en coordenadas polares sera:

grafpol(f) = {(f(e)! 9)' NS (O!ZT[)} = {(p' 9)' 6 € (0!277:)}

La representacion cartesiana de la grafica de f en coordenadas polares:

Y (grafpol(f)) = {(p sen(0),p cos(@)), 0 € (0,21'[)}

Que es la traza de una curva conocida por nosotros, la hemos estudiado en el ejemplo 4.1. Se
trata de la circunferencia de centro el origen de coordenadas (0,0) y radio p > 0.

La interpretacion fisica en este caso es que una particula gira en torno a la otra (que esta situada
en el origen) describiendo una circunferencia de radio:
12 12
p_E_G(m1+m2)>0
i.e: una particula se mueve en torno a la otra (situada en el origen), describiendo una
circunferencia cuyo radio depende del momento de inercia del sistema (constante por tratarse de
un campo central), de la cte. de gravitacion universal G y de las masas de las particulas.
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() (Ssen(l). Scos())

4.8.2Casoenquel<e<1

Supongamos ahora que 0 < e < 1 y consideramos la correspondencia:
f:(0,2m) - (0,4+)

p
0 0)=———
- 1) 1+ e cos(6)
Con p > 0.
Sin duda:
Sio<e<1 :{_1<COS(9)<1 > —e<ecos(f)<e=>
0<ex<l1

> -1<-e<ecos(f)<e<1 =0<1+ecos(H) =>1++COS@>O=>f(9)>O

Podemos considerar entonces la grafica de f en coordenadas polares:
4
= 0),0), 0 € (02m)} = (—,9), 6 € (0, }
I (F) = ((F(6),0) 020 = {({5 52053 (0.2m)
Y su representacion cartesiana:

lp (grafpol(f)) = {<1++me Cos<9),1++€05@ S€Tl(9)>, 6 e (0,271')}

Ocurre ademas lo siguiente:

Por 4lgebra de funciones continuas, es la funcién f, una funcion continua en (0,27).
Por algebra de derivadas es f una funcion derivable en (0,27) y

—p (—e sen(9)) p e sen(6)

(1 +e 605(9))2 (1 +e cos(t9))2
Funcion que vuelve a ser continua en (0,27), nuevamente por algebra de funciones
continuas.

Tenemos asi que f es una funcién de clase 1 en (0,2m), i.e: f € C1(0,27).

Si tomamos entonces la funcion:

voe02m), f(6)=

a:(0,2r) € R - R?
6 - a(8) = (f(6) cos(8), f(0) sen(6))
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Ya sabemos que ocurre que @ es una curva regular plana cuya traza coincide con la
representacion cartesiana de la grafica de f en coordenadas polares, i.e:

traz(a) =y (gTafpol(f))

Vamos a centrarnos ahora en intentar representar la traza de la curva regular plana:
a:(02n) € R - R?

_ p p
0= a®) = (1 + e cos(0) cos(9), 1+ ecos(6) sen(9)>

Conp>0,0<e<1

Empecemos determinando las regiones por donde se encuentra:
T T
Si (ae(o,5)=>0<e<E 50<cos(0) <1 =0<ecos(d) <e=

1 1
>1<1 <lte= < <
+ e cos(0) te=1, 1+ e cos(6)

p p
< <
i1+e 1+ e cos(6)

1=

p

Entonces, tenemos de un lado:
p p

< <
SiHE(O,g)z 1+e 1+ecos(B) P
0<cos(@) <1

14 p
T+ cos(0) < 1—I—e—cos(@ cos(6) < pcos(8) =

50< He#ms(m cos(8) <p = a,(6) € (0,p) < [0,p]

Y de otro lado:
p p
96(0,%):) 1+e<1+ecos(6)<p=>
0<sen(f)<1

p p
T1e sen(0) < 1T ecos(d sen(f) < p sen(f) =
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>0<—2L— sen(f) <p = a, € (0,6) < [0,6]

1+e cos(6)
P
l®) Luego:
[
0<@<m2 Si ee(o,f) N
= a(0) = (a1(6), @,(6)) € [0,p] x [0,p]
o P

/i T
Si@e(i,n):z<6<n > —1<cos(0)<0=>—-e<ecos()<0=

1 1

s l—e<1 NH<l=1< < =
e <1+ e cos(6) l1+ecos(d) 1-e
14 <_P

l+ecos(d) 1-e

=>p<

Entonces, tenemos de un lado:

p p
n): p<1+ecos(9)<1—ez
—1<cos(8)<0

Siee(g,

= pcos(0) > cos(6) > & cos(8) =

__r
1+ e cos(6)

p p
= T cos(B) < 15 ¢ cos@) cos(0) <pcos(0) <0=

p p
<1—e COS(Q)<1+ecos(9) cos(6)< 0>
14 14
—_ E PR —
= 1—e<1+ecos(0)Cos(e)<0:'a1(0) ( 0)

-l

Y de otro:
p p
< <
n):»p l+ecos(@) 1—-e >
0<sen(f) <1

Siee(g,

= psen(8) < sen(0) < & sen(f) =

_r
1+ e cos(6)

p p
0<1+ecos(9) sen(9)<1_e >

a,(0) € (0 —) 0= e]
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Luego:
p/(l-e) Sife (gn) =
(0 D p
w20 a(G)E[—E,O]X[O,l_e]
-p/(1-e) 0

Para seguir, tendremos:

3
Sife (1‘[,7) > -1<cos(d)<0=>—-e<ecos(0) <0 >

1
<
l1+ecos() 1-—e

=2>1l-e<l4+ecos(@)<1=1< =
p p

=>p< <
p l+ecos() 1-—e

Entonces tendremos de un lado:

p p
3 < <
Siee(n,%r)::o[p l+ecos(@) 1—e =
—1<cos(A) <0

p p
1T ecos@® cos(0) > s cos(9) =

p
1—e cos(9) < 1+ e cos(6)

p

= pcos(0) >

=

cos(0) <pcos(0) <0 =

= (-1) <

e 1-—e
p p
= 1_e<1_|_ecos(9)Cos(e)<0=>
p p
—0) [~

p
1+ e cos(6) 1—e’

cos(0) < cos(0) < 0=

1 1+ e cos(8)

= a,(0) = cos(0) € (—

1
Y de otro lado:

p p
3 < <
Si9€<n,7n)=>[p l+ecos(@) 1—e =
—1<sen(8) <0

= psen(8) > T sen(0) > lLie sen(0) =

N
+ e cos(6)

sen(0) < P

p
:>1—e 1+ e cos(6)

sen(f) <psen(f) <0 =

N
1+ e cos(6)

= (-1) 1Lie < sen(8) < sen(0) <0 =

1—-e
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P P P
= E\—7— Sl-—m—
= a(0) 1+ ecos(0) sen(6) ( 1 —e'O) [ 1-— e'O]
-ps(l-e) [#]
o) Tenemos entonces:
fr il - R | e

3
Sif e (1‘[,7) >
-p/{l-e)
a(d) € [—%,o]x[—%,o]

Por taltimo:

3n 3n
Sl6€<7,2ﬂ.’) $7<9<21T$

0<cos(f)<1=>0<ecos(f)<e=>

1
< <1
1+e 1+ecos(d)

p p
=
1+e<1+ecos(6)<p

=

=21<l+4+ecos(@)<l+e >

Asi, tendremos de un lado:
p p
3 < <
Si9€<7n,2n)=>{1+e 1+ ecos(6) p:
0<cos(f)<1

cos(0) < 1# cos(0) < pcos(0) =

p
1+e + e cos(0)

cos() <pcos(@) <p =

p
0< _—
> + e cos(0)

p
T+e cos(0) < T

= a,(0) = cos(6) € (0,p) < [0,p]

__r
1+ e cos(60)

Y de otro lado:
b p
3 < <
Si6€<7n,27r>:>{1+e 1+ ecos(9) p:>
—1<sen(f) <0

sen(@) > sen(0) > psen(0) =

p 14
= .
1+e 1+ ecos(6)

p p
= 0) < ——— 0) < —— ) <0
p sen(9) 1+ ecos(6) sen(6) 1+e sen(6) Z

= (-1 p<psen(d) < 1 P

—_— ) <0
+ e cos(6) sen(6) =

= a,(0) = 1++OS@ sen(9) € (—p,0) < [-p, 0]
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o p Luego:

. 3
Sif e (7,211) =

GE)

Fo el - P o a(e) = (al(e)' az (9)) € [0! p] X [_p: 0]

-p

La traza de nuestra curva se encuentra, segun todo lo anterior, en el recinto delimitado por los
segmentos siguientes:

p/{1-e)
p
(D)
-p/(1-2) (@] p
Q<02
-p
-p/(1-e)

Vamos a seguir ahora intentando estudiar su crecimiento:

Vo e @021, a(f)= 1++ws@ cos(6)
VOE@O02m), ayf) = 1++m(00 sen(6)

Son @, y a, funciones derivables en (0,27), por algebra de derivadas, y ademas:

—p sen(@)(l +e cos(@)) -p cos(@)(—e sen(@)) B
(1 +e cos(@))2 -
_ —psen(8) —pesen(9) cos(0) + p esen(d) cos(9)  —psen(6)
- (1+e cos(@))2 - (1+e cos(é’))2
Vo e (021), @ (6) = p cos(G)(l +e cos(@)) -p ser;(e) (—e sen(ﬁ)) _
(1 +e 005(9))

_pcos(0) +pecos?(6) +pesen’(0) pcos(@)+pe (cos?(0) + sen?(0)) 3
- (1 +e 605(9))2 - (1 +e cos(G))2 -
_pcos(@)+pe p(e + cos(@))

- (1 +e 605(9))2 - (1 +e cos(@))2

Vo e 02m), a8 =

ie., VO € (0,2m),
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—p sen(6)
! 9 —
%(6) (1+e cos(@))2
(6) = p (e + cos(9))
1(0) = ——— 2720

(1+e cos(@))2
Empecemos estudiando el signo de a1 (8)

Observemos en principio, que:
vee(02m), —o >0
(1 +e 005(6))
Por tanto, si 8 € (0,2m), entonces:
R
(1+e 005(9))2
i.e., si @ € (0,2m), entonces:

a1(0) =0 & sen(0) =0 osen(d) =0 & 6=m

a1(0) =0 0=m

Ademas:
_—pz < 0 _p
Si 6 € (0,m) = {(1+ecos(®)) > ———sen(f) <0
sen(0) > 0 (1 +e cos(H))
ie.,
Si0e(0,m) > a;(6) <0
o S,
Ysi6 € (m,2m) ={(1+ecos(d)) > ——— sen(6) >0
sen(6) < 0 (1+ecos(®)
ie.,
Si 0 €(m2m) = aj(0) >0
Para el signo de a1(6) en (0,27) tenemos por tanto:
(0,m) (m, 2m)
a;(0) - +

De donde deducimos por una consecuencia del T.V.M. de Lagrange, lo siguiente:

a, esuna funcién estrictamente decreciente en (0, m)

a, esuna funcion estrictamente creciente en (m, 21)
También sabemos en esta situacion, que a; alcanza un minimo relativo en 6, = m, y que la
curva a, por ser a1 (m) = 0, tiene en a(7) un punto de tangente vertical.
Sigamos con el signo de a5(8) en (0,27m). Para estudiarlo, vamos a empezar intentando
averiguar cuando a5(6) = 0.

n p

Si 6€ (O, 2) = cos(0) >0=>e+cos(0) >0=> 5 (e + cos(@)) >0

(1+ecos(®)

Sife (o,g) = () >0
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P > (e + cos(6)) >0

3
Ysife (—,27‘[) =cos(@)>0=>e+cos(0) >0 ———
2 (1+ecos(d))

ie.,

3n
Sife (7,211) = a,(6) > 0

. T 31T .
Para ver que ocurre en el intervalo [E‘ 7], vamos a proceder como sigue:
La funcion:
g: [E, n'] - R
2
0 - g(8) = cos(0)

., . . . 3 ’
Es una funcion continua y estrictamente decreciente en [E‘ n]. Ademas ocurre:

T T
g(E)Zcos (E):O y g(@m) = cos(m) = —1
Como 0<e<1=0>-e>-1=g(m<-e<g(})

En virtud del teorema de los valores intermedios y siendo g una funcidn estrictamente

decreciente (y por tanto inyectiva) en E, n], tendremos que:
ale, E(E,n), g(0,) = —e
2

Paratal 6, € (g,n') ocurrira:

cos(6,) = —e =>e+cos(¢92)=0=>+2 (e +cos(8))=0=
(1+ecos(8))
= a;3(0,) =0
Ademas:
Siee[z 9 ):E<9<9 :g(f)>g(9)>g(9 )= —e<g(®) <0 =
278 727 z 2/ = z =
p

=>0<e+g®) =>e+cos(@) >0 = > (e +cos(8)) >0

(1+ecos(d)
T
Si g€ [5,92) = a}(6) >0

Ysife@,n]>0,<0<m=>9(0,)>g0@)=gnmn)=>--e>gB)=-1>

4 > (e + cos(6)) < 0

>—-e>cos(0)=0>e+cos(f) > ————
(1+ecos(9))

ie.,
Si 0e(0,m]= a3(8) <0

Tenemos hasta ahora:
Sife (0,5) = a5(6) >0
2
Si ee[z 6,) = a3(6) >0
2! 2 2
Si 6 €(f,m] = ay(8)<0

3n
Sioe (7,271) = ay(6) >0
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. 37 :r
Nos falta por estudiar lo que ocurre en (n, 7] Para ello vamos a tomar ahora la funcion

coseno, pero en otro intervalo. Vamos a considerar la funcion:
3
h: [7’[,7 - R
6 - h(0) = cos(6)

. . . . 3
Tenemos ahora una funcion continua y estrictamente creciente en [n, 7"] para la que ocurre:
b <3n> (3n) 0
—|=cos|{—=]=
Y 2 2

Como: 0<e<1 30>—e>—1zcos(n)<—e<cos(3?n)

h(m) = cos(m) = —1

Nuevamente por el teorema de los valores intermedios y por ser h inyectiva, podemos asegurar

que:
' ( 37‘[)
) 3 ’ 2 ’

Paratal 65 € (n, 32_11)’ tendremos:

h(63) = cos(03) = —e

cos(f3) = —e=>e+cos(63) =0= % (e + cos(93)) =0=>
(1+ e cos(63))
= a3(65) =0
Ademas:

Sife(mb;)=> 1<0<60;=cos(m) < cos(B) <cos(03) >—1<cos(h) < —e

=>e+cos(0)<0=> ;2(9 + cos(@)) <0 =a36)<0

(1+ecos(9))
3n 3 3m

Ysife (93,7] 260;<6< > = cos(03) < cos(0) < cos (7) = —e < cos()

=e+cos(6)>0=> P s (e +cos(8)) > 0= a3(6) >0

(1+ecos(6))
9 [ Bo) | @ | w0 [ (o] | (e

Resumiendo todo lo anterior, podemos hacer la siguiente tabla:
a(6) + + - - + +

Y en virtud de una consecuencia del T.V.M. de Lagrange podemos asegurar
a, es estrictamente creciente en (0, 6,)
a, es estrictamente decreciente en (6, 63)
a, es estrictamente creciente en (03, 21)

También sabemos que en 8, la funcidon a, alcanza un maximo relativo. En 63 la funcion a,
alcanza un minimo relativo.

Y para la curva a tenemos que:
a tiene en a(0,) y a(03) puntos de tangente horizontal
a alcanza en a(6,) un maximo relativo
a alcanza en a(03) un minimo relativo
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Conocidos los signos de las funciones a;(6) y a3(8) en (0,27), para la curva a podemos
establecer lo siguiente:

(0,6;) (6,,601) (6,,65) (63,2m)
a;(6) - - + +
a(6) + - - +
a1 () a;(8) - + - +

Tenemos, segun resultados anteriores:
La curva a es decreciente en (0, 0,)
La curva a es creciente en (0,,0,) = (64, )
La curva a es decreciente en (64, 603) = (7, 63)
La curva a es creciente en (03, 21)

Para estudiar ahora su concavidad o convexidad, observemos lo siguiente:

-bp
! 9 p—
%(6) (1+e 005(6))2

(1+e 505(6'))2 (6 + cos(®)

Y tanto a1 (8) como a3(0) son funciones derivables en (0,2m) y

sen(6)

v 6 € (0,2m),
a(9) =

v 6 e (0,2m) se

tiene:
o (0) = —pcos(0) (1+e cos(é?))2 + p sen(6) 2 El + e cos(8))(—e sen()) _
(1 +e Cos(G))
_-p cos(e)(l +e cos(@)) — 2pe sen?(0) B
- (1 +e COS(G))3 -
_ —pcos(6) — pe cos*(0) — 2pe sen®(0)
- (1+e cos(@))3 -
_ —p cos(0) — pe cos*(6) — 2pe (1 — cos?(0))
- (1+e cos(@))3 -
_ —pcos(8) — pe cos*(0) — 2pe + 2pe cos*(0) _
- (1+e cos(@))3 B
_P cos(6) — 2pe + pe3c052(9) _ p (e cos?(6) — cos(8) — 2¢)
(1 +e cos(G)) (1 +e cos(@))
Y
' (0) = -p sen(G)(l +e COS(G))Z - p(e + COS(G))Z(l +e cos(@))(—e sen(@))

(1+e cos(e))4
_ D sen(B)(l +e Cos(Q)) + Zp(e + Cos(B))e sen(6) _
- (1+e cos(G))3 B
_ —p sen(8) — pe sen(0) cos(6) + 2pe? sen(8) + 2pe sen(6) cos(9) _
- (1 +e Cos(B))3 -
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_pe sen(8) cos(0) + 2pe?sen(8) — p sen(H) _
(1+e cos(@))3
p sen(0)

= m(e cos(0) +2e%2—1)
e cos

i.e., las funciones @; y a, son dos veces derivables en (0,27) y

{a{’(e) = %(e cos?(0) — cos(0) — 2e)
4 (1+ecos(8))

v 6 e (02m), | ., ~ p sen(6) ,
| a3 (0) = —(1 . cos(e))3 (e cos(0) +2e%—1)

Ocurre entonces lo siguiente: V 6 € (0,2m),

—p sen(0) p sen(0)
(1+e 605(9))2 (1+ecos(8)
_ —p*(1 = cos?(8))(e cos(6) + 2e* — 1)
- (1+e cos(@))5

_ (=p® +p® cos?(0))(e cos() +2e* —1)

- (1+e cos(@))5 -
_ —p?ecos(0) — 2p*e? + p” + p*e cos*(0) + 2p*e?cos? () — p®cos*(6)
- (1+e cos(H))5

a;1(6) a7 (6) =

s (ecos(0) +2e*—1) =

2 2
= (115—871((:)))5(8 cos(8) +2e%2—1)
e cos

p 204Y 9 — 2 p(e + cos(8)) _
(1+e cos(ﬁ))3 (6 cos™(0) — cos(B) — 2¢) (1+e 005(6))2

_ p?(e +cos())(e cos?(8) — cos(6) — 2e) _
- (1+e cos(@))5 -
B (p?e + p2cos(6))(e cos®(6) — cos(H) — 2€) 3
- (1+e 005(9))5 -
_ p®e*cos?(0) — p?e cos(6) — 2p*e” + p*e cos*(0) — p? cos?*(6) — 2p*e cos()
- (1+e 005(6))5
_ p®e?cos?(0) — 3p*e cos(0) — 2p*e? + pe cos*(0) — p*cos?(6)
- (1 +e cos(H))5

a1 (0) az(0) =

De donde tendremos:
Vo e (02m), a;(8)a;(0)—ai(8)ay(0) =

_ —p?ecos(0) — 2p*e? + p” + p?e cos>(0) + 2p*e?cos? () — p®cos*(H)
- (1 +e 005(9))5 -
p*e?cos?(6) — 3p?e cos(0) — 2p*e? + p®e cos?(0) — p*cos?(6)
- (1+e cos(é?))5 -
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_ 2p*ecos(0) +p® +p’e?cos*(0) p*(1+ 2ecos(8) +e*cos*(6))

(1+e cos(@))5 (1+e 605(9))5
_p(1+e cos(é’))2 3 p?
(1+e cos(@))5 (1+e 005(9))3
ie.,
2
voe(02m), a6)al®) —al®ayl)=—L >0

(1 +e COS(G))3

Si hacemos entonces la siguiente tabla:

(0,m) (m, 21)
(2 @i —ai’ a3)(0) + +
CAO)N - +
(a1 a3 — a1 a3)(6) - +
(@ ®)’

Podemos asegurar en virtud de resultados anteriores que:
La cuva a es concava en (0,1)
La curva a es convexa en (1, 21)

Con todo lo anterior podriamos hacer ya un esbozo de nuestra curva, pero vamos a hacer
alguna observacion mas sobre ella.

Fijémonos en los puntos del plano:

F(0,0) F’(_Zpe 0)

1—e?’
Y consideremos un punto arbitrario de nuestra curva:
P=a(®) = P cos(8) ’—p sen(6)
1+ e cos(6) 1+ e cos(6)

Ocurre entonces lo siguiente:

d(P,F) +d(P,F') =

2 2
p 14
- \/<1 + e cos(6) cos(@)) + (1 + e cos(0) sen(B))
p o) 4 _2Pe 2 p ) 2
+ (1 + e cos(0) cos(9) + 1- ez) + (1 + e cos(0) sen( )> B

B 14 2 14 z
- \j(l +e 005(0)) cos*(0) + (1 +e cos(H)) sen(60) +

p?cos?(6) 4pZ2e cos(6) 4p2e? psen®(0)
(1+e cos(H))2 (1+ecos(d))(1—e?) (1—e?)? (1+e COS(G))Z
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p 2
= (1+e—cos(m> (cos2(0) + sen?(0)) +

4p?e cos(0) N dpZe?
(1+ecos())1—e?) (1—e?)? B

p 2
" (m) (cos2(6) + sen?(6)) +

B p 2 p 2 4pZe cos(6) dpZe?
B (1 +e cos(G)) * \](1 +e cos(9)> * (1+ecos(0))(1—e?) + (1-e2)2 "

_ p
a |1+ecos(9) +

N p? 4pZe cos(0)(1 — e?) + 4p2e?(1 + e cos(0))
(1+e cos(@))2 (1 —e?)?(1 + e cos(6)) B
. p
" 1+ ecos(6) *
p? 4pZe cos(0) — 4p?e® cos(0) + 4pZe? + 4p2e cos(0)
(1+e cos(@))2 (1—e?)?(1 + e cos(6))
B D p? N 4pZe cos(0) + 4pZe? _
" 14 ecos(f) (1 +e cos(@))z (1- 92)2(1 +e 005(9)) B
3 p p2(1 — e?)? + (4p%e cos(0) + 4p2e?)(1 + e cos(9))
1+ ecos(6) (1-e?)?(1+e cos(49))2

_ p
" 1+ ecos(9) +

N p*(1—2e% +e*) + 4p?e cos(0) + 4p*e*cos?(0) + 4p?e® + 4p®e? cos(6)
(1-e?)?(1+e cos(t9))2

_ p
"1+ ecos(9) +

N p? — 2p%e? + pZe* + 4pZe cos(0) + 4p*e’cos?(0) + 4p*e? + 4p2e3 cos(0)
(1-e?)?(1+e 605(9))2

. p
" 1+ecos(9) *

N p? + 2p%e? + pZe* + 4p?e cos(0) + 4pZe’cos?(0) + 4p?e® cos(0)
(1-e?)?(1+e 605(9))2
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_ p
" 14 ecos(d) +

2
\]<(1 — ez)(lrjl- - cos(@))) (1 + 2e? + e* + 4e cos(0) + 4e%cos?(0) + 4e3cos(9))

_ p
" 1+ecos(d) +

p
1-e?)(1+e cos(@))

+ | ‘\/1 + 2e2 + e* + 4e cos(0) + 4e%cos?(0) + 4e3cos(6)

_ p
" 1+ecos(d) +
p 2 _
" (1—e2)(1+ e cos(d)) \/(1 +e? +2e cos(9)) =

p p

= 2
a 1+ecos(9)+(1—e2)(1+ecos(6)) 11+ e + 2e cos(6)]

i.e; tenemos:
d(P,F)+d(P,F') =
p p

= 2
" 1+ecos(d) +(1_ez)(1+ecos(6))|1+e + 2e cos(0)]

Pero ademas ocurre lo siguiente:
-1 (?205(5)13 1} > —e<ecos(f) <e=>—-2e<2ecos(d) <2e>
=>e?—2e<e?+2ecos(f) <e?+2e>
>1+e?—-2e<1+e?+2ecos(@)<1+e?+2e >
>(1-e)><1+e?+2ecos(@)<(1+e)’=
50<(1-e)?<1+e?+2ecos(@) =
= |1+e?2+2ecos(8)| =1+ e?+ 2ecos(H)
De donde tenemos:

d(P,F) +d(P,F") =

p p

_ + 1+e?+2ecos(8)| =
1+ecos(d) (1- ez)(l +e cos(@)) | @

= P + p (1+e%+2ecos(9)) =

1+ecos(8) (1-e?)(1+ecos(d))
p(1—e?) +p(l+e?+2ecos(®) p(l—e?+1+e?+2ecos(®))
- (1—e?)(1+ecos(d)) - (1—e?)(1+ e cos(d)) -
p(Z + 2e cos(G)) _ Zp(l +e COS(H)) 2p

- (1-ex)(1+ecos(®) (1—e?)(1+ecos(d)) (1—e?)

Descubrimos de esta manera como ocurre que:
v 6 € (0,2m),
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2
1 _pez = cte.

i.e., todos los puntos de nuestra curva se encuentran sobre la elipse de focos F(0,0) y

F' (i:f 0) y de constante: k = 7

dos particulas del mencionado problema de los dos cuerpos.

d(a(8),F) + d(a(8),F') =

ZZ > 0, siendo el foco F(0,0) el lugar que ocupa una de las

En el estudio del sistema solar, ésta es la conocida 1* ley de Kepler, que asegura que todos los
planetas del sistema, giran en torno al Sol describiendo orbitas elipticas, estando el Sol situado
en uno de los focos de dicha elipse.

Si observamos ademas que el semieje mayor de la elipse es:

- k1% 2p _p
Semieje Mayor = 2773 S 21-e?) 1-¢2
Y la semidistancia focal:

—2pe
1 _pez —2pe

2 | 121 -e?)

d(F,F")
2

__Ppe

Semidistancia focal = (1—e?)

Descubrimos el papel que juega "e" en la expresion de nuestra curva.
Pues la excentricidad de la elipse de la orbita, resulta ser:
. . pe
semidistancia focal T gz pe

Excentricidad = — =
semieje mayor p

1—-e?
i.e., la elipse que describe la drbita de una particula alrededor de la otra, en este caso, tiene
excentricidad "e".
Ahora ya si que podemos hacer un esbozo de la traza de nuestra curva:

8

cos{f),

‘[ 1), Hheos()
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4.8.3Casoenquee=1

En el caso en que e = 1, la expresion que nos queda para f sera:

_ p _ p
f(6) = 14+ ecos(@) 1+ cos(6)

con p€eR, p>0.
Para que f sea realmente una funcion en el “plano polar”, debemos considerarla en la forma:
f:(0,m) U (m,21) - (0, +)
p
6 0)=——+
~ 1) 1+ cos(0)

Por lo que es conveniente distinguir dos ramas en la trayectoria de la particula. Notamos asi:
fl: (01 T[) - (01 +OO)

_ p
0~ £6) = 1+ cos(6)
fo:(m, 2m) - (0,+)
_ p
0~ f2(0) = 1+ cos(9)

Por 4lgebra de funciones continuas, resultan ser f; una funcién continua en el intervalo (0, ),
y f> una funcion continua en el intervalo (r, 21). Ademas f; es derivable en (0, 1), y se tiene
que:

p sen(6)
(1 + cos(@))2
f> es también una funcion derivable en (7, 27), y se tiene que:

p sen(6)
(1 + cos(6))
Y ambas, tanto f{ como f, son funciones continuas en (0,7) y (7, 27) respectivamente.
Ocurre pues, que f; € C1(0,m) y f, € C1(m, 2m).
Sabemos de un resultado anterior que ocurre entonces que la funcion:

a:(0,2r) € R - R?
0 - a(9) = (f,(6) cos(6), f,(6) sen(6))

es una curva regular plana cuya traza coincide con la representacion cartesiana de la grafica de
f1 en coordenadas polares.

v o e (0,m), i) =

V 0 € (m, 2m), f2(0) =

Y por la misma razon, que la funcion:
B:(m,2n) € R - R?
6 > B(8) = (f2(6) cos(6), f2(6) sen(6))
es una curva regular plana cuya traza coincide con la representacion cartesiana de la grafica de
f> en coordenadas polares.

Vamos a intentar representar por tanto las trazas de las curvas ¢ y £, y suuniéon

traz(a) U traz(B) constituira la trayectoria de la orbita de una de las particulas en torno a la
otra en el problema de los dos cuerpos (para este caso en que e = 1).
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Empecemos por la curva a.
a:(0,m) € R - R?

6 - af) = ( 0s(6), sen(@))

PP
1+ cos(6) 1+ cos(6)

Se trata de una curva regular plana, segin hemos comentado antes, por ser f; € C1(0, )

T Vs
SiOE(O,E) =0<9<7 =>0<cos(6)<1=1<1+cos(d)<2=

1 P 14
—<—-—=<1 < —=<
g 2 1+ cos(6) = 2 14 cos(9) p
Por lo que ocurrira, de un lado:
[ P
[2 1+ cos(9) P, 2 cos(0) < TEcos(d) cos(8) < pcos(0) =
0<cos(f)<1 + cos(6)
p
N c
=>0< 1T cos(® cos(0) <p = a,(0) € (0,p) < [0,p]
Y de otro lado:
p p
S<————<
{2 1+ cos(0) p zg sen(f) < ﬁ sen(8) < psen(f) =
0<sen(f)<1 cos(6)
:~O<Lsen(9)<p =
P 1+ cos(0)
a(®) = a,(6) € (0,p) € [0,p]
ie:
0<B<m2
/s
Sife (05) = a(0) € [0,p] x [0,p]
o p

Si ahora 6 € (g,n), tendremos:

T 1
E<9<T[ =>—-1<cos(0)<0 $0<1+cos(6)<1=>1<ros(6)
p
< —_—
=P 1+ cos(6)
Por lo que ocurrira:
De un lado:
<—P p
PST+ cos(8) = pcos(8) > Tos(e) cos(0) =

—1<cos(0) <0
= %05(9) cos(f) <pcos(6) <0 =
> a;(0) <0 = a,(0) € (—x,0) € (—,0]
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Y de otro lado:

p
p< 1+ cos(0) =
0<sen(@) <1
; p
: = psen(f) < ——— = sen(f) =
"/ () P ®) 1+ cos(0) ©)
‘ /7 p
2w Bam / _— >
WEe8ey, | :>0<1+cos(6)
o = a,(0) > 0= a,(0) € (0,+) € [0,+x)
ie.,

Si 6 € (gn) = a(f) € (—o,0] X [0, +0)

Para seguir, observemos que la funcion a; es una funcién derivable en (0, ), y que:
—p sen(0)(1 + cos(8)) — p cos(8)(—sen(8))
(1+ c‘os(@))2

v 8 € (0,m), a1(0) =

_ —psen(8) — p sen(9) cos() + p sen(8) cos(0)  —p sen(0)
(1 + cos(@))2 (1 + cos(@))2
Como ocurre que:
—psen(8) <0 —p sen(0)
6 € (0,m), ———=<0
veeom {(1 + 005(9))2 >0 (1+ Cos(G))2 =
—p sen(6)

voe(,mn), 0 =—
- ©m @@ (1+cos(l9))2

Y por tanto la funciéon a; sera una funcidn estrictamente decreciente en el intervalo (0, 7).

También a, es derivable en (0, 1) y ocurre que:
D cos(B)(l + 605(9)) -p sen(B)(—sen(@)) _
(1+ cos(@))2 -
_pcos(8) +pcos®(0) +psen*(0) pcos(h) + p(cos?(0) + sen*(6)) 3
- (1 + 005(6))2 - (1 + cos(@))2 -
_pcos(@)+p _p(1+cos(d)) p
- (1+ cos(@))2 - (1+ cos(6’))2 1+ cos(6)

v 6 € (0,m), ay(0) =

Por tanto:

N
1+ cos(6)

Es asi a, una funcion estrictamente creciente en (0, 1)

voe @), ab6)=

Tenemos entonces de los dos hechos anteriores:
v 6 € (0,m), a;(0) ay(0) <0
Y por tanto la curva a serd estrictamente decreciente en (0, 1)
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Para estudiar la concavidad o convexidad, observemos en principio, que las funciones a1 y a3
son ambas derivables en (0,7), y que V 8 € (0, ),

-p cos(G)(l + cos(@))2 +p sen(Q)Z(l + cos(G))(—sen(Q)) _
(1+ cos(@))4 -
D cos(8)(1 + cos(8)) — 2p sen?(6) _ —pcos(8) — p cos*(0) — 2p sen?(9) _
- (1 + 605(9))3 - (1 + 605(9))3 -
_ —pcos(8) —p cos*(6) — 2p (1 — cos?(9)) _
- (1 + cos(9))3 -
_ —pcos(8) — p cos?(0) — 2p + 2p cos*(6) _ —p cos(6) + pcos®(0) —2p
- (1+ cos(@))3 - (1+ cos(@))3 -
_ p(cos?(6) — cos(0) — 2)
B 1+ cos(@))3

@' () =

—p(—sen(8))  psen(6)

1 9 = =
@ ) (1+ cos(@))2 (1+ cos(H))2

Tendremos asi, que V 8 € (0, ),

@l (6) al/(8) = —p sen(8) psen(6)  —p®sen®(0)
! ’ (1+ cos(@))2 (1+ cos(@))2 (1+ 005(9))4
p(cos?(6) — cos(8) — 2) p

" 9 ! 9 = =
a;' (6) ay(6) (1 + COS(@))3 (1 + COS(@))

_ p*(cos?(8) — cos() — 2)
(1 + cos(@))4

Entonces: V 0 € (0,7),

—p2gen? 2(c0s2(0) — -
&1(8) @ (6) — al'(6) ah(8) = p-sen“(8)  p“(cos*(8) — cos(6) —2) _

1+ cos(@))4 (1+ cos(t9))4
_ —p?(sen®(0) + cos*(0) — cos(0) —2) —p*(1—cos(6) —2)
- (1+ 605(19))4 B (1+ cos(é?))4 -
_ —p*(=1—cos(0)) p*(1+cos(®)) p?

(1+ cos(G))4 (1+ cos(@))4 (1+ cos(@))3

Y por tanto: V 8 € (0,m),
2

p
al(0) ay(0) —al(®) as(@)  (1+cos®)’  p*(1+cos(®)’
CAO)N —pPsen®(®)  _p3sen3(9)(1 + cos(6))’

(1+ cos(@))6

_ —(1 + cos(Q))3
T psen3(0)
ie.,
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a1(0) @y (9) — af () a3(8) _ (1 +cos(8))’
(‘1{ (9))3 p sen3(6)

Y en consecuencia, segun un resultado anterior, sera @ una curva concava en (0, 7).

<0

Vo e (,mn),

La traza de nuestra curva, quedaria de la siguiente manera:

Veamos ahora que ocurre con la otra rama, i.e veamos que ocurre con la curva:
B:(m,2m) CR - R2

p p
0 0)=|——= 0),————
~5©) (1 + cos(6) cos(9) 1+ cos(6) sen(Q))
Se trata sin duda de una curva regular plana, por ser f, € C(r, 21). Ademas:
3 3
Si 96(7r,7) =>7r<9<7 =>-1<cos() <0 =20<1+cos(0)<1 >
1 14

S>1l<— <————
1+cos(9)$p 1+ cos(6)

Tenemos asi, de un lado:

p
p<———n P
1+ cos(0) = pcos(@) >——— cos(8) >
{—1 <cos(0) <0 1+ cos(6)
. 14
= £(0) = 1+ cos(6)

= B1(8) € (—,0) S (—x,0]

cos(@) <pcos(0) <0=>

Y de otro lado:
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P
{ p< 1+cos(6) >p sen(6) >
—1<sen(0) <0

1+c:s(9) sen(8) = B,(0) <psen(d) <0
= B,(0) € (—,0) S (—,0]

. R N\ L :
R O uego .
\\\\ \\\TC <0< 3754[2 \" 9 € (TL’, 7) ”
B(6) € (—0,0] X (—0,0]

Si ahora tomamos:

3
0 € (7 27‘[) , tendremos:

3
7<H<2n:«0<cos(0)<1=>1<1+cos(9)<2=>
1 14 p
S<—— <l <———<
2 14 cos(0) 2 1+ cos(6) p

Tendremos entonces, de un lado:
p p

S<————<
2 1+ cos(0) p =>g cos(9) < % cos(0) < pcos(0) =
0<cos(f)<1 +cos(6)
p p
>0< 2 cos(B) < 1T cos@) cos(0) <pcos(@) <p =
= p1(0) € (0,p) < [0, p]
Y de otro lado:
p p
E<1+cos(6)<p =
o p —1<sen(f) <0
 sen(@) > L2 o ) sene)
>= - =
i 2 sen 1+ cos(8) p sen
p
ITT — L
=" = p<1+cos(9)sen(6)<0:
-p = f2(0) € (—p,0) < [-p, 0]

Luego:
3
vee <?n'2n)’ B(6) = (B1(6),B2(6)) € [0,p] X [—p, 0]

Para estudiar el crecimiento, observemos en principio que tanto §; como [, son funciones
derivables en (7, 2m) y que V 0 € (m, 2m),

—p sen(9)(1 + 005(6)) -p cos(B)(—sen(G)) _

"(0) =
Fi(® (1 + cos(G))2
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P sen(0) — p sen(0) cos(0) + p sen(0) cos(6) P sen(6)
(1 + 605(9))2 (1 + 005(9))2

D 605(9)(1 + cos(Q)) -p sen(G)(—sen(Q)) _
(1+ cos(@))2 B
_pcos(8) +pcos?(0) +psen®(6) pcos(6) + p(sen?(0) + cos?(9)) 3
- (1 + 005(6))2 - (1 + COS(G))Z N
_p+pcos(®) p(1+cos(6)) p
- 1+ cos(&))2 - (1+ cos(c9))2 ~ 1+cos(6)

B2 (6) =

Tenemos asi:

p sen(0)
v 0 € (m, 2m), pi)=————"—=>0
(1+ cos(9))
p

Ve (m2n), p5(6) =T+ cos@®) 0

Por tanto, deducimos:
B1 esuna funcién estrictamente creciente en (7, 21)
B, esuna funcién estrictamente creciente en (m, 21)
Y como también:
vV 0 € (m, 2m), B1(6) B5(6) >0
Entonces:
La curva B es estrictamente creciente en (1, 2m)

Para estudiar la concavidad y convexidad, observemos que las funciones B; y B3 son ambas
derivables en (r,2m) y V 6 € (m, 2m),

—-p COS(Q)(l + cos(H))Z +p sen(H)Z(l + cos(H))(—sen(G)) _
(1 + COS(G))4 -

_ —pcos(8)(1+ cos(8)) — 2p sen?(8) _ —p cos(6) — p cos?(0) — 2p sen?(6) _
B (1+ cos(@))3 - (1+ COS(a))S B
_ —pcos(8) — p cos*(6) — 2p (1 — cos?(0))

- 1+ cos(@))3 -

_ —pcos(f) —pcos?(8) — 2p + 2p cos?(0) _ —p(2 + cos(8) — cos?(9))

- (1 + COS(G))3 - (1 + 605(9))3

Bi'(6) =

—p (—sen(8)) __p sen(0)
(1+ cos(t‘)))2 (1+ cos(@))2

B2 (6) =

De donde tendremos: V 6 € (m, 27),
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—psen(d)  psen(d)  —p®sen®(9)

(@ Q) = -
POV ©) (1+ cos(e))z (1+ 005(9))2 (1+ COS(B))4

—p(2 + cos(6) — cos?(6)) p 3
(1+ cos(@))3 (1 + cos(8)) -

_ —p*(2 + cos(8) — cos?())

- (1+ cos(Q))4

Bi'(6) B2(6) =

Entonces: V 8 € (1, 21),
B1(0) B3'(0) — B1'(0) B2(6) =
_ —p? sen?(0) N p%(2 + cos(6) — cos?(6)) _
(1+ cos(@))4 1+ cos(é?))4
_ —p?sen®(6) + p?(2 + cos(6) — cos?(9)) _
B 1+ cos(t‘)))4 -
_ —p?*(sen®(0) — 2 — cos(6) + cos*(0)) —p*(1—2—cos(6))
- (1+ 005(9))4 - (1+ cos(Q))4 N
_ —p*(-1—cos(0)) p?*(1+cos()) p?
- (1+ 605(9))4 - (1+ cos(@))4 - (1+ cos(H))3

Y por tanto, tendremos: V 6 € (m, 2m),

pZ

Bi(6) B (0) — BY (0) B3(6) _ (1+cos(®)’ _  p*(1+cos(®)”  _
(ﬁ{(e)f % —p3 sen3(0)(1 + cos(G))3
1+ cos

-1+ cos(@))3
~ psen3(0)
ie., VO € (m2m),

BL(0) B (0) — B1/(0) B(0) _ ~(1 +cos(@))”

(Bi®))’ p sen’(6)

Y, seglin un resultado anterior, podemos concluir que la curva 8 es convexa en (7, 21)
La traza de la curva f3, quedara de esta forma, como se representa:
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Antes de representar la trayectoria completa de la particula, i.e.,

traz(a) U traz(B), vamos a hacer la siguiente observacion:

Si nos fijamos en el punto F(0,0) yenlarecta r=x—p =0

y tomamos un punto arbitrario de traz(a) U traz(p), i.e., un punto P de la forma

p p
P < cos(6), TTc

1+ cos(8) 0s(0) Sen(9)> con 6 € (0,m) U (m, 2m)

Ocurre:

p

p
d(P,T) =d ((m COS(Q),TOS@ Sen(9)>,r> =

_ |—1 T CZ:)S(H) cos(0) —p| _ ‘ < cos(6) 1>| — cos(0) — 1 — cos(0) _

1+ cos(0)

V12 + 02 1+ cos(0) B
p [1+ cos(6) PT+ cos(8) 1+ cos(6)

p p
d(P, F) =d ((m COS(Q),TOS@ SeTL(Q)), (0,0)) =
2

= \](14-+)s(9) cos(6) — O)z + (1++)s(9) sen(6) — 0) =

= \](LY cos?(0) + (L)z sen?(6) =

1+ cos(0) 1+ cos(6)

_ p g _ P 2
h \](1 + cos(@)) (COSZ(H) + senz(e)) - \/(1 + cos(@)) B
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[1+ cos(@)| ~ 1+ cos(6)

ie.,
v o € (0,m) VU (m,2m),
(S ——_
—d ((HC;;S@ cos(9),1++m(9) sen(9)>,(o,0)>
Entonces:

V P € traz(a) U traz(B), d(P,vr)=d(P,F)

Esto quiere decir que todos los puntos de esta forma se encuentran sobre la parabola de foco
F(0,0) y directriz r=x—p =0
Deducimos de todo esto que en este caso (cuando e = 1), todos los puntos de
traz(a) U traz(B) se encuentran sobre una parabola, que tiene foco F(0,0) y directriz
r=x—p=0
En nuestro problema fisico, la trayectoria de una particula en torno a la otra, sigue moviéndose
en una seccion conica, en este caso una parabola de foco F(0,0) y directrizr = x =p

La representacion de dicha trayectoria quedara:
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4.8.4 Casoenquee>1

Observemos en primer lugar que ocurre lo siguiente:
SieeR, e>1, y 8 €][0,2m), entonces:

1
1+ecos() =0 o ecos(f) =—1 o cos(f) = -

Pero,sie>1=20<1l/fp<120>-1/,>-1

Y por tanto sabemos que ocurre:

3! Hle(g,rr), 003(91)=—%

3 1
3!6,¢€ (7‘[,7), cos(6,) = -

Vamos a ﬁjarnos en estos numeros reales:
6, € (— 7'[) 6, € (T[ —)
1 2 ’ y 2 4 2

Ocurre lo siguiente, teniendo en cuenta las propiedades de la funcion coseno:

Si6€f0,6,)=>0<0<6; = cos(0) = cos(8) > cos(8,) =
1
:12cos(9)>—; s>e>ecos(0)>—-1=>14+e=14+ecos(8)>0
ie., Si 0 €[0,0;) >1+ecos(d) >0

T
Si 0 € (0,7 = > <0, <6 <m = cos(f;) >cos(0) = cos(m) =

1
:>—g>cos(0)2—1 > —1>ecos(0)=—-e=>0>1+ecos(f)=1—e
ie, Side (0, m]=>1+ecos(0)<0

Si 6 €(mb,) > n<0<0, = cos(r) < cos(0) < cos(6,) =
1
= —1<cos(9)<—; > —e<ecos(f)<—-1=>1-e<1+4+ecos(0)<0
ie,Si 0 €(mby) >1+ecos(0)<0

Si 0 €(0,2m)= 6, <0 <21 = cos(B,) < cos(B) < cos(2m) =
1
:—;<cos(6)<1 > -1<ecos(@)<e >20<1+ecos(@)<1l+e
ie,Si 6 €(0,2m) =>1+ecos(0) >0
Resumiendo todo lo anterior, tenemos:

Sifef0,0,)U(0,2m)=>1+ecos(0) >0
Si 8 €(6,,0,) =>1+ecos(0) <0
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Para que la correspondencia:
p
0)=——+-
1) 1+ ecos()
sea realmente una funcion definida en el plano polar, hemos de fijarnos en el dominio:
[0' 01) Y (62! ZT[)

conp>0

De otra parte, para que se ajuste al marco que nosotros venimos desarrollando, es necesario
considerar nuevamente dos ramas para nuestra trayectoria, i.e en principio tenemos la funcion
(en el plano polar):

f:(0,61) U (62, 2m) - (0, +c0)

6 - f(0)=
Cuya grafica en coordenadas polares vendra dada por:

grafpa(f) ={(f(6),0), 6 €(0,6,) U (6;,2m)} =
= {(f(e)! 0)' 9 € (0' 91)} Y] {(f(a)' 6)! 0 € (62'27-[)}

1+ e cos(6)

Si consideramos entonces las funciones:
f1:(0,61) = (0,+)

_ p
0= h(0) = 1+ e cos(6)
f2:(6,2m) — (0,+0) )
0~ f(60) = 1+ ecos(0)

cuyas graficas en coordenadas polares seran:
grafpol(fl) = {(fl(g)' 9)' 0 € (Or 01)} = {(f(H), 9)! 0 € (0' 91)}
grafpa(f2) ={(f2(6),0), 0 € (6,2m)} ={(f(0),0), 0 € (6;,2m)}

Tendremos que:
grafpa(f) ={(f(6),0), 6 €(0,6,) U (6;,2m)} =
={(f(6),0), 0€(0,0)}U{(f(0),6), 0€(62m)}=
= grafpol(fl) u grafpol(fz)

Las representaciones cartesianas de estas graficas en coordenadas polares guardaran entre
ellas la siguiente relacion:

¥ (grafpa(H) = ¥ (g7afpo(f) U grafpn(f))

Y ocurre también, que:

Y (grafpol(fl) Y grafpol(fz)) =9y (grafpol(fl)) uy (grafpol(fz))

Entonces:

Y (grafpoloc)) =y (grafpolocl)) uy (grafpolocz))

Hemos de intentar determinar ahora por tanto, la representacion cartesiana de la grafica de f; en
coordenadas polares, y también la representacion cartesiana de la grafica de f, en coordenadas
polares.
Empecemos por la funcion:

fl: (0' 01) c [OrZT[) - (0! +00)
p
0= h0)= 1+ e cos(6)
Conp>0 e>1
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Sabemos que: V 6 € (0,0,), 1+ e cos(8) > 0, entonces por algebra de funciones continuas,
es f; una funcidn continua en el intervalo (0, 6;).

También por dlgebra de derivadas, es f; una funcion derivable en (0, 6,) y

—p(—e sen(@)) _ pesen(9)

(1 +e cos(H))2 (1 +e cos(é)))2

Funcion, que por algebra de funciones continuas, vuelve a ser continua en (0, 6,)

Tenemos, de esta manera que la funcion f; es una funcién derivable en (0, 8;) y su funcion
derivada f; es una funcidn continua en (0, ;). Ocurre por tanto que la funcidn f; es una
funcion de clase 1 en (0, 0,), i.e:

Vo€ (0,61), fi()=

fl € CI(O! 91)

Sabemos entonces por un resultado anterior, que en esta situacion, la funcion:
a:(0,6,) » R?
6 - a(6) = (f1(6) cos(8), f1(6) sen(6))
es una curva regular plana cuya traza coincide con la representacion cartesiana de la grafica de
f1 en coordenadas polares, i.e:

traz(a) = ¥ (grafpa(f))
Como pretendiamos representar: i ( grafpor (fl)), vamos por tanto a intentar conocer:

traz(a)
Consideramos pues:
a:(0,6,) - (0,4+x)

9—)0:(9):( P P

1+ e cos(8) cos(6), 1+ ecos(8) sen(@))

Y vamos a empezar estudiando las regiones del plano cartesiano donde se encuentra:

T i
SiHE(O,E) :>0<9<§ >0<cos(@)<1>0<ecos(f)<e>

1 14
S1<1+4 ) <l+e=20<———2<130<——<<
e cos(9) e 1+ ecos(0) 1+ e cos(6) P

Tendremos de esta manera, de un lado:

0o<—2P _<p p
1+ ecos(6) =2>0<——=cos(@) <pcos(@) =
0<cos(@)<1 1+ecos(9)
=>0< P cos(0) = a;(0) <pcos(B) <p
1+ e cos(6)
ie: a;(0) € (0,p) € [0,p]
Y de otro lado:
P P
0<1+ecos(6)<p =
() 0<sen(@) <1
0<B<m2 p
=>0< m sen(0) < p sen(8) =
=2>0<a,(0) <psen(d) <p
[?) b ie:a,(8) € (0,p) < [0,p]
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Ocurre entonces:

Sife (o,g) = a(8) = (a1 (8), 2,(8)) € [0,p] x [0, p]

Abhora:
Si 6 € (E 91) c (z n) = r <6<6;>cos (E) > cos(0) > cos(6,) =
2’ 2’ 2 2
1
=>0>cos(0)>—;=>0>ecos(9)>—1:—1<ecos(9)<0=>
p

>0<1+ )<1=1< =>p<
e cos(6) 1+ e cos(0) p 1+ e cos(0)

Tendremos asi, de un lado:
p

P<-YFT—"—n
9 1+ ecos(9) = p cos(0) > ﬁ cos(9) >
~ <cos(8) <0 ecos
p
= Cll(g) = m COS(H) <p COS(H) <0=
= al(g) € (_00! 0) c (_00! 0]
Y de otro lado:
p
' p<1+ecos(9):>
gr L) 0<sen(9) <1
A midabadn p
_ __ = psen(0) < 15 ¢ cos(d) sen(0) =
p
0< H<—m— 0
o = p sen(6) 1+ecos(0)sen()=>
=0 < ay(0) = ay(0) € (0,+o) < [0,+x)
Por tanto:

Sioe (%.91) = a(0) € (=, 0] X [0, +00)

Para seguir, vamos a intentar estudiar el crecimiento de nuestra curva.

Tanto a;(6) como a,(0) son funciones derivables en (0, 8,) (por ser a una curva regular
plana como sabemos),y V 6 € (0, 6,),

—p sen(0)(1 + e cos(8)) — p cos(8)(—e sen(6))

a;(6) = 3
(1 +e cos(@))
_ —psen(0) —p e sen(0) cos(0) +p e sen(0) cos(6)  —p sen(6)
(1 +e cos(H))2 (1 +e COS(@))Z
w,(6) = p cos(8)(1 + e cos()) — p sen(6)(—e sen(8)) _

(1+e cos(B))2

_pcos(8) +pecos?(0) +pesen®(8) pcos(B)+pe(cos*() +sen?(9))
- (1 +e cos(@))2 - (1 +e cos(@))2 -
P cos() +pe _ p(e + cos(@))

- (1+e (:05(6’))2 N (1+e 605(9))2

Ocurre ahora lo siguiente:
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- 0
Si 8 €(0,6,) € (0,m) :{ sen(6) >0 { p sen(8) <0

=
1+ecos(@) >0 (1+e cos(@))2 >0

—p sen(6)
(1+e cos(@))2
Esto quiere decir que la funcion a; es una funcion estrictamente decreciente en el intervalo
(0, 61) (seghin una consecuencia del TVM de Lagrange)

= (0) =

También ocurre:
Si 0 €(0,0,) >cos(@)>-1=>e+cos(@)>e—1>0=
p(e+ cos(@))2 0
(1+ecos(d)
Segun esto la funcion a, es una funcion es una funcion estrictamente creciente en el intervalo
(0, 8,) (por una consecuencia del TVM de Lagrange)

e+ cos(0) > 0= p(e + cos(9)) > 0= a5 () =

Y como ocurre que:

vO€(0,61), ai(6)az(6)<0
Tendremos por un resultado anterior, que la curva @ es una curva estrictamente decreciente en
(0! 91)

Para estudiar su concavidad o convexidad, empecemos observando que tanto @; como a3
son funciones derivables en (0,6;) y que vV 6 € (0,6,),

-p cos(@)(l +e cos(t9))2 + p sen(0) 2(1 +e cos(@))(—e sen(@)) _
(1+e cos(49))4 B

_ —pcos(8)(1 + e cos(8)) — 2pe sen(6) _
- (1+e cos(@))3 -
_ —pcos(8) — pe cos?(9) — 2pe (1 - cos?(8)) a
N (1+e cos(@))3 -
_ —pcos() — pe cos*(0) — 2pe + 2pe cos*(0) _
- (1+e 605(9))3 N
_pecos?(0) —p cos(9) —2pe _ p(e cos*(H) — cos(6) — 2e)
- (1 +e Cos(e))3 - (1 +e cos(@))3

a'(6) =

—psen()(1+e cos(@))2 —p(e+ cos(8))2 (1 + e cos(9))(—e sen(8))
(1 +e Cos(l9))4
_ —psen(8)(1+ e cos(8)) — 2p(e + cos(6))(—e sen(8))
- (1 +e cos(G))3 B
—p sen(6) — pe sen(0) cos(6) + 2pe sen(8)(e + cos(6))
(1+e cos(@))3 -
—p sen(8) — pe sen(8) cos(8) + 2pe? sen(0) + 2pe sen(d) cos(9) _
(1+e cos(é?))3 -
—p sen(8) + pe sen(6) cos(B) + 2pe? sen(H) _
(1+e cos(e))3 -

ay (6) =
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_ psen(0)(2e* +ecos(9) — 1)
(1+e cos(@))3
ie, VO E0,8),
p(e cos?(8) — cos(0) — 2e)
(1+ e cos(8))’
p sen(9)(2e? + e cos(8) — 1)
ay (0) = 3
(1+ecos(8)

a'(0) =

Por lo que tendremos: V 6 € (0, 6,),
2(0) ' (8) = —p sen(0) i p sen(8)(2e? +e cos(36) -1 _
(1+ecos(8)) (1+ecos(8))
_ —p*sen?(8)(2e* + e cos(6) — 1)
- (1+e cos(49))5

p(e cos?(0) — cos(9) — 2e) p(e+cos(h))
(1+e 605(9))3 (1+e cos(H))2 -

_p° (e%cos?(8) + e cos®(0) — e cos(8) — cos?(0) — 2e% — 2e cos(H)) 3
- (1 +e Cos(@))5 -
_ p*(e®cos®(0) + e cos*(0) — 3e cos () — cos?(6) — 2e?)

- (1+e cos(@))5

;' (6) az(6) =

Y sera entonces: V 6 € (0,6,),
a;(0) a; (0) — ai'(0) az(0) =

_ —p*sen(0)(2e? + e cos(6) — 1)
- (1+e cos(@))5 -
p*(e*cos?(6) + e cos*(0) — 3e cos(0) — cos?(6) — 2e?)
- (1+e cos(@))5 -
B —p?(1 — cos?(6))(2e* + e cos(8) — 1)
- (1+e cos(e))5 -
p®e? cos?(0) + p?e cos*(6) — 3p?e cos(0) — p?cos®() — 2pZe®
- (1+e cos(@))5 -
_ —p*(2e% + e cos() — 1 — 2e?cos?(0) — e cos3(0) + cos?(0))
B (1+e cos(@))5 -
p®e? cos?(0) + pZe cos*(6) — 3pZe cos(6) — p>cos®() — 2pZe®
- (1+e cos(@))5 -
_ —2p?e* —p?ecos(8) +p* + 2p*e*cos*(9) + p*e cos*(6) — p* cos?*(6)
- (1+e cos(@))5 -
p®e? cos?(9) + p?e cos*(6) — 3p?e cos(0) — p*cos®() — 2pZe®
- (1 +e COS(Q))S -
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_ 2p%ecos(6) +p? +p®e*cos*(8) p*(2ecos(0) + 1+ e*cos?(6))

(1+e cos(t9))5 (1+e 605(9))5
_p*(1+e cos(e))2 B p?
(1+e cos(G))5 (1+e 005(9))3
i.e., sera:
2
VO e (00) o) a)®) —al®) ay®)=———>0

(1 +e Cos(Q))3

Tenemos de esta manera, que: V 6 € (0,6,),
2

p
ay(0) ay (8) — ai'(8) ay(8) _ (1+e cos(@))3 _ -p*(1+e cos(e))6 _
(a{(e))3 M p3sen3(0)(1+e cos(B))3

(1+ecos(8)

_ (1 +e Cos(G))3
T p sen3(0) <0

Entonces:
a(0) @y () —ai () 3(6)  (1+ecos(8))’
(«,(®)’ ~ psend(6)

Y en virtud de un resultado anterior, concluimos que la curva a es una curva concava en (0, 6,)

<0

v o e (0,6,),

Para entender algo mejor el comportamiento de la traza de la curva a vamos a observar ahora
lo siguiente:

6, € (E,n), cos(6,) = —
2 e
Por algebra de limites y siendo la funcién coseno una funcion continua, tendremos:
) -1
91%11_(1 +ecos(@))=1+ecos(8)=1+e <?) =1-1=0
Mas atin como la funcion coseno es una funcion decreciente en (0, 6, ), entonces:
1
v e e (0,6,), cos(6) > cos(6,) = -3 s ecos(@)>—-1>1+ecos(0)>0

En esta situacion, sabemos que ocurre entonces:

1 p
i () 1)
el»rgll‘ 1+ e cos(0) +eo 91511_ 1+ ecos(0) +eo

Teniendo en cuenta que:

T 1
0; € (5’”)‘ cos(6) = -—<0,  sen(61) >0

Se tendra:

lim <L cos(9)> = —00

6-67 \ 1 + e cos(0)

, p

1 _ 0) )=
95(51; <1 + e cos(0) sen )> oo
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i.e., la traza de nuestra curva a verifica:

. T p _
all»rg; @ (8) = elirg; (1 + e cos(6) COS(G)) =T
B ol . . p
ol | 1 =1 _ =
\ — o0h- %2 © 050; (1 + e cos(6) sen(H)) e

También ocurre lo siguiente:

p(e + cos(@)) \l
(1 +e cos(@))2

| lim (_aé(@)) = lim | —— | =
VRSN O N S 6-6r \ a}(6) _eae;k —p sen(6) )_

(1 + e cos(6))*

i <p(e + cos(9))>

~enr \ —psen(®)
— lim <_ e+ cos(@))
-6 sen(6)
_e+cos(6)
B sen(6;)
por algebra de funciones continuas.
Pero sabemos ademas, que:
T 1
6, € (E,n), cos(6,) = -
Y por tanto, también:
cos?(6;) =i = 1—cos?(6,) = 1—i=ez_1: sen?(6,) =ez_1:o
e? ! e? e? ! e?
e2—1 +Vez—1 +Vez-1
= sen(6,) =+ >— = =
e le| e
Por lo que tendremos:
1 e?—1
. (a;(m):_ewos(el):_ s e o1 o
6-01 \a;(6) sen(6,) +e2—1  +/e2—1  +/eZ-1
e e

Tenemos en resumen:
lim a;(0) = —o0 ; lim a,(8) = +oo
PR 1(0) og- 2(0)

(GO
Gll)r[rgll_ <a{(0)) = e 1

Si recordamos que V 6 € (0,0,), es (a{ (0), aj (9)) el vector tangente a la curva a en el punto
(al ), ay (9)), interpretamos de lo anterior, que cuando 6 se acerca a 6, por la izquierda, la
curva se aleja a oo (por el segundo cuadrante) y ademas lo hace de manera que las pendientes de

las tangentes en los puntos @(8) se aproximan al nimero real m = —vVe? — 1,i.elacurva a se
aleja a oo (por el segundo cuadrante del plano) segun le marca una recta de pendiente
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m=—Ve?—1.

Esto parece indicar que la traza de nuestra curva tiene una asintota oblicua cuya pendiente
resulta ser: m = —Ve? — 1

Para intentar determinar la ordenada en el origen de esta presunta asintota, vamos a proceder
como sigue:

En cualquier punto @(0) de nuestra curva, la recta tangente a ésta, tendra por ecuacion
vectorial:

(x;}’) = (a1(9)'“2(9)) +A— ((Xi(e), afé(@)), AER
En forma continua:
x —a;(0) Y- a,(0)
O IEAO)
La ordenada en el origen de estas tangentes, se obtiene haciendo la interseccion de estas rectas
con el eje de ordenadas, i.e: resolviendo el sistema de ecuaciones lineales:

x—a,(6) _y—a(0)
ai(6) az(6)
x=0

Si resolvemos el sistema, obtenemos que la ordenada en el origen de todas esta tangentes,
resulta ser:
—a;1(0) _y—a(0) _ —ay(6) a;(0)
a{(@) aé(@) a{(g) aZ( ) y aZ( ) y az( ) al( )ai(G)
Si intentamos ver qué ocurre con las ordenadas en el origen de estas tangentes cuando 6 se
acerca a 6, por la izquierda, tendremos que estudiar:

2(6
o (“2 ®) - o (®) 22 )) =

a;(6)

/ p(e+cos(8) cos(B))
i | P sen(d)  pcos(6) (1+e 005(9))
6-67 kl +ecos(@) 1+4+ecos(d) —psen(@) )

(1+e cos(B))
< p sen(6) pcos(®) —(e+ cos(@))
1+ecos(0) 1+ecos(h) sen(0)
- i ( p sen(6) WP cos(6)(e + cos(G))) _
0-6r \1+ecos(8) (1+ecos(8))sen(d)
p sen?(8) + pe cos(0) + p cos?(6) ) p + pe cos(9)
< (1 +e cos(Q)) sen(6) ) 9—>91 <(1 +e cos(G)) sen(G))

= lim
6-67

= lim
6-67

. p(1+ e cos(9)) s p
91—>91 <(1 + e cos(9)) sen(0)> B 91%11‘ (sen(G))

Y sabiendo que la funcion seno es continua en 8, y que ademas sen(6,) # 0, tendremos:
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. a(0)\ p \_ p _ p _ pe
91%11‘ (aZ(G) — () m) - 91%1; (sen(Q)) T sen(0,)  VeZ—1 +ez—-1
e

Esto quiere decir que cuando 6 tiende a 8, por la izquierda, las ordenadas en el origen de las
rectas tangentes a la curva « en los puntos @(8) tienden al nimero real
pe
n=-———
ez -1
Esto, unido a lo anterior, parece indicarnos que en el caso de que exista realmente una asintota
oblicua para nuestra curva, un buen candidato a ser su pendiente seria el nimero real

m = —Ve? —1 y un buen candidato a ser su ordenada en el origen seria el nimero real
pe
n=——
ez -1

Vamos a considerar entonces la recta de ecuacion:
pe
rsy= (—\/ez - 1)x+
Ve -1
e
Y vamos a intentar confirmar nuestra sospecha de que efectivamente la recta r es una asintota
oblicua para nuestra curva a cuando 6 tiende a 8, por la izquierda. Para ello, vamos a proceder
de la siguiente forma:

Vamos a estudiar como de lejos estan las segundas coordenadas (las ordenadas) de la recta r y
de la curva @ para una misma abcisa a, (6)

cuando 6 estd muy proxima a 6

La ordenada de la recta r para la abcisa a4 (6),
resulta ser:

A e PIC R

ie.,

d,w‘ y=(—\/e2——1) p cos(6) L_Pe

14+ecos(0) +e2_—-1 -
_ P cos(@)Ve? —1 pe
f‘ 1+ e cos(6) e2 —1
I T TR _ —pcos(8)(e* —1) + pe(1 + e cos(6))
- (1+ecos(d))Vez -1 B
_ —pe? cos(8) + p cos(6) + pe + pe” cos(6) _ pe +p cos(0) B
B (1+ecos(d))Vez -1 B (1+ecos(®))Vez -1 B
3 p(e + cos(8))
- (1 +e COS(G))m

Y la ordenada de la curva a para la abcisa a, (6), ya sabemos que es:

ay(8) = —F

1+ ecos(0) sen(6)

Vamos a estudiar entonces el limite siguiente:
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lim < p(e + cos(8)) p sen(6) )
60 (1+ e cos(8))Ve? — " 1+ecos()

Tendremos:

lim < p(e + cos(8)) p sen(6) )

9—’91 (1+e COS(G))\/BZ— 1+ ecos(9)
lim (p(e + cos(9)) —p sen(G)\/ez——>
6-61 (1+ecos(d))Vez—1

Pero ocurre, por la continuidad de las funciones seno y coseno y por algebra de limites, lo
siguiente:

llm (p(e + cos(9)) — p sen(9) e? — ) p(e + 605(91)) psen(0)Je?—1=

3 < 1) e?—-1 62—1_0
LAY A e P—— =

911%11_ (\/ez -1(1+e cos(e))) =+ve2—1(1+ecos(8,)) =
=\/ez—1<1+e (;))Z\/ez—l(l—l) =0

Se comprueba con facilidad que estamos en condiciones de poder utilizar la regla de L Hdpital.

Y también:

Procedemos entonces de la siguiente manera:
lim de (p(e + cos(8)) — p sen(f)Ve? — ) - lim 2P sen(8) —pve? — 1 cos(0)
im
9_)91 (\/e——(l +e cos(@))) s VeZ —1(—e sen(9))

Y nuevamente por la continuidad de las funciones seno y coseno y por algebra de limites, sera:

—p sen(0) —pve® —1cos(8) —psen(6;) —pve? —1cos(0;)

li =
9%11_ Ve — 1(—6 sen(@)) Ve? — 1(—6 sen(@l))
JoZ =1 _ 2 Z7_
_ P ee 1—pm(71)_—p\/ee 1+p\/ee 1_0
= = — =
VermTe YEo1 (e*=1)

En consecuencia, ocurrira segun el resultado de L’Hopital, que:

( p(e + cos(8)) p sen(8) )
9—’91 Ve? (1 +e cos(B)) (1 +e COS(Q))

- lim ( p(e + cos(8)) — p sen(8)Ve? — )
T obr Ve2 —1(1+ e cos(8))

i dig (p(e+cos(®)—p sen(e)\[ez—_l)
= lim
067 j_g (m (1+ Cos(e)))
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i.e., la distancia entre las ordenadas de la recta r y de la curva a para una misma abcisa a4 (0)
tiende a cero cuando 6 tiende a 8, por la izquierda.

Esto quiere decir que efectivamente la recta r de ecuacion:

T'Ey:—(wlez—l)x.FL

e2—1

Es una asintota oblicua para nuestra curva a(0).
Podemos hacer ya un esbozo de la traza de la curva a

Una vez terminado el estudio de la funcion f; , y la representacion cartesiana de su grafica en
coordenadas polares, vamos a iniciar el de f.
fz: (621 ZTE) - (0, +OO)

0 f,(6) = ——

1+ e cos(8)
Siendop€eR, p>0, eeR, e>1y

3 1
0, € (n,7), cos(8,) = -3

Ocurre que:
1
V6 € (6,,2m), cos(8) > cos(8,) = - =ecos(0)>—-1=>1+ecos(0)>0>

vV 6 € (6,,2m), 1+ecos(@)#0
Entonces, por dlgebra de funciones continuas, serd f, una funcion continua en (65, 27).

También, por algebra de derivadas, es f, una funcion derivable en (6, 2m) y

—p(—esen())  pesen(d)

(1+e cos(B))2 (1+e cos(G))2

Funcién ( fa (9)), que vuelve a ser por algebra de funciones continuas, una funcion continua en
el intervalo (8,, 2m).

Tenemos asi, que f, es una funcion derivable en (6,, 2), con funcidn derivada f, continua en
(6,,2m), i.e: tenemos que

veoe (02,271'), le(g) =

f2 € C(6,,2m)
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Segun un resultado anterior, tendremos en consecuencia que la funcion:
B:(0,,2m) - R?
6~ B(6) = (£,(6) cos(9), £,(6) sen(6))
es una curva regular plana cuya traza coincide con la representacion cartesiana de la grafica de
f> en coordenadas polares, i.e:

traz(B) = (grafpe(f2))
Bien, pues vamos a intentar representar entonces la traza de la curva 8
B: (8, 21) - R?
6 5(6) = ( 2 2

- 6 ,——————
1+ ecos(6) cos(6) 1+ ecos(6)
Observemos en principio lo siguiente:

sen(0)>

. 3 3n 3
Si 0 € (62,7> =26,<0< - = cos(0,) < cos(0) < cos (7) =

-1
:7<cos(6)<0$—1<ecos(9)<0=>0<1+ecos(9)<1=>

1 14

5]l<———— 3p<——
1+ ecos(6) p 1+ ecos(0)

Entonces tendremos, de un lado:

p
<L -
P=1 +e cos(@)} = p cos() > ﬁ cos(9) =
—1<cos(8) <0 + e cos(9)

= He;m@cos(@ <0 = B1(8) € (—,0) € (0, +o0]

Y de otro lado:
p

<7
P=1 +ecos(0); =
—1<sen(0)<0

p sen(6) > 1 P

Tos(@) sen(@) =

:—1 p—e sen(6) <0

= [,(6) € (—,0) S (—x,0]
Tenemos asi:

sioe (92,37”) = B(6) € (=0, 0] X (=00, 0]

. 3
Y si ocurre que: 6 € (%T, 2n), tendremos:

3 3
96(7,2n)=>7<9<2n >0<cos(@)<1>0<ecos(@)<e>
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1
1<1 ) <1 < <1
= + e cos(0) +e:~1+e 1T ecos(@) =
p p
< <
1+e 1+ecos(8) p
Y por tanto, de un lado:
14 p
< <
14+e 1+ecos(8) Pl T P cos(0) < % cos(8) <pcos(0) =
0<cos(f)<1 te +e cos(0)
p
0<——— ) < 0) € (0,p) < [0,
=0 < T s ® cos(9) <p = p1(0) € (0,p) < [0,p]
Y de otro lado:
p p
< <
1+e 1+ecos(h) p =
o b —1<sen(0) <0
p sen(6) p sen(6)
> > 0) =
p© 1+e 1+ ecos(0) p sen(6)
3mi 202w p
=>0>1+67C05(9)S€n(9)>_p =4
P

Tenemos de esta manera:

3
si 0. € (S2n) = B(6) = (£:(0),5:(6)) € [0,] x [~p,0]

Una vez conocidas las regiones del plano donde se encuentra, vamos a intentar estudiar su
crecimiento.

V€ (0,2, u(®) =17 P sen(6)

_ p
TS ecos(@) cos(8),  B(0) = e

e cos(0)

Y siendo f una curva regular plana, ocurre que tanto f; como [, son funciones derivables en
(02,2m) y V0 € (6, 2m),

—p sen(0)(1 + e cos(6)) — p cos(8)(—e sen(6))

() =
A(6) (1+e cos(@))2
_ —psen(8) —p e sen(8)cos(0) + p e sen(8) cos(9)  —p sen(6)
(1+e cos(G))2 (1+e cos(B))2
81(6) = p cos(8)(1 + e cos(0)) — p sen(0)(—e sen(d)) _

(1 +e cos(@))2

_pcos(8) +pecos’(0) +pesen’(8) pcos()+p e(cos?(8) + sen?(9)) 3
(1+e cos(@))2 (1+e 605(9))2
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P cos(B) +pe _ p(e + Cos(H))
(1 +e Cos(t9))2 (1 +e cos(Q))2

Entonces:
Si 6 € (6,,21m) > 0 € (0,,2m) € (m,2m) = sen(6) < 0=
{ psen(®) >0 —psen(®) BI(6) > 0
(1+ecos() >0 (1+e COS(Q))Z
Y por tanto, la funcidén B; es una funcidn estrictamente creciente en el intervalo (65, 21)
Y también:
Si 0 €(0,,2m) = 0€(0,,2m) € (m,2n) =2 —-1<cos()<1=
p(e +cos(8)) >0

Se—1<e+cos(@)<e+1=>0<e+cos(f) > 2 =
(1+ecos(®) >0

e+ cos(8
=>p(—())2>0¢/35(9)>0
(1+ecos(9))
Luego S8, es también una funcion estrictamente creciente en el intervalo (65, 2m)
Como ocurre entonces que:

VO E(62m),  Pi(6) () >0

podemos asegurar por un resultado anterior, que la curva 8 es estrictamente creciente en
(92' 2”)

Para estudiar su concavidad y convexidad, volvamos a observar que por algebra de derivadas,

son B1(0) y B5(6) dos funciones derivables en (6,, 21), y que: V 0 € (0,, 21),

” 6 —
e (1 +e cos(@))4

P cos(0)(1 + e cos(6)) — 2pe sen?(6) _ —p cos(8) — pe cos*(0) — 2pe sen?(0)

—p cos(6) (1 +e 005(6))2 +p sen(6)2(1 +e cos(G))(—e sen(G)) _

(1+e cos(@))3 (1+e cos(@))3
_ —p cos(8) — pe cos*(0) — 2pe(1 — cos*(6))
(1+e cos(t9))3
_ —pcos(8) — pe cos?(0) — 2pe + 2pe cos*(6)
(1+e cos(@))3
_ —pcos(8) + pe cos?(0) — 2pe _ p(e cos?(0) — cos(6) — 2e)
(1+e 605(6))3 (1+e cos(@))3
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—psen(@)(1+e cos(B))2 —p(e + cos(0))2(1 + e cos(8) ) (—e sen(8))
(1+e 005(9))4
_ —psen(8)(1+ e cos(0)) + 2pe sen(6)(e + cos(6))
(1+e cos(@))3
_ D sen(B) — pe sen(0) cos(0) + 2pe? sen(8) + 2pe sen() cos(h) _
(1 +e 005(9))3

_ —p sen(0) + pe sen(8) cos(0) + 2p e? sen(0) _

(1 +e Cos(@))3
_ psen(0)(—1+ e cos(6) + 2e?)

(1+e cos(@))3

B2 (0) =

De donde tendremos: V 6 € (6,,2m),
—psen(8) psen(8)(—1+ecos(B)+2e?) _
(1+e 005(6))2 (1+e 005(9))3

B1(6) B;'(6) =

_ —p? sen?(0)(—1 + e cos(8) + 2e?) _ —p?(1 = cos?(0)) (=1 + e cos(6) + 2e?) _
(1+e cos(9))5 (1+e cos(é'))5

_ (p? cos?(0) —p*)(=1 + e cos(0) + 2e?)
(1+e cos(G))5

B p? —p?e cos(0) — 2p2e? — p%cos?(0) + pZe cos3(0) + 2p?e? cos?(H)
(1+e cos(ﬁ))5

B1(6) BL(6) = p(e cos?(8) — 005(9)3 —-2e) p(e+ cos(t9))2 _
(1+ecos(8)) (1+ecos(®)
_ p?*(e +cos(8))(e cos?() — cos() — 2e)
(1+e cos(t9))5
_ (p*e +p?* cos(0))(e cos?(0) — cos(6) — 2e) _
(1+e 005(9))5

_ p?e? cos?(8) — p?e cos(B) — 2p%e? + p?e cos®(8) — p? cos?(B) — 2p?e cos(H)
(1+e 005(9))5

_ p*e?®cos?(0) — 3p?e cos(0) — 2p*e® + pe cos> () — p? cos?(6)

(1+e cos(t‘}))5

Entonces: V6 € (6,,2m),

B1(6) B7'(6) — B1'(6) B2(6) =
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_ p® —pPecos(9) — 2p*e? — p*cos®(6) + pe cos*(0) + 2p?e? cos*(6)
(1+e cos(G))5

p®e? cos?(0) — 3p”e cos(6) — 2p*e” + p®e cos*(0) — p? cos?*(0) _
- (1+e cos(@))s -
_ p® +2pecos(6) +p®e? cos?(0) p?(1 + 2e cos(8) + e? cos?(9)) 3
- (1+e cos(@))5 - (1+e cos(6))5 -
_p*(1+e 005(9))2 3 p?
- (1+e cos(G))s N (1+e cos(@))3

Y por tanto: V 6 € (0,, 21),

2

p
Bi(6) B (0) = By (0) B3(0) _ (1+ecos(®))’ _ p?(1+ecos(®))”
(B (9))3 _—p*sen(0) —p3sen3(0) (1+e cos(@))3

(1+e cos(@))6

_—(1+e cos(é'))3
h p sen3(0)

Como ademas:

(1+ecos(®))>0

vVee (02, 27T), { Sen(g) <0

Tendremos entonces:

B1(6) B3 (0) — Bi'(6) B3(8) _ (1 +e cos(8))’

(Bi©))° pse@

v 6 € (8,,2m),

Seglin un resultado anterior, esto quiere decir que la curva £ es una curva convexa en (6, 21)

Vamos a hacer ahora un estudio analogo al que hemos hecho para la curva a, para intentar
determinar si puede tener alguna asintota.

e 31
Observemos en principio que por ser 8, € m,~- ), ocurre:

. . p

1 =] R — = —
ei’é‘; £.(6) 9%1; <1 + e cos(6) COS(G)) ®
lim B,(0) = lim P sen(f) | = —»
6-65 6-6+ \1+ e cos(6)
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Cuando 6 tiende a 6, por la derecha, la
_ ‘ traza de la curva B tiene el comportamiento
E "' que se muestra en la figura. Pero ocurre
// también:
| _B6) _
/ 6-05 1(0)
/ ! p(e + cos(6)) \

: _ | (L ecos@)” |
/ 0-6F —p sen(6)
\(1 +e cos(@))Z/

~ lim (p(e + COS(G))) i e + cos(0)

" 0-6r\ —psen(d) -

"~ 9-6; — sen(0)

Por la continuidad de las funciones seno y coseno y por algebra de limites, tendremos:

B2(0) i <_ e+ cos(G)) B —(e + cos(62))

6obr IO ompr\ " sen(8) sen(6,)

Sabemos ademas que 0, € (7'[, 3?”) y cos(6;) = — 1/e . Entonces:
5 1 5 1 5 1 e?-1
cos=(6,) =e—2=> 1 — sen®(6,) == = sen®(0,) = 1—e—2=e—2=>
e2—1 e —1
= 9 = — [
sen(6,) o2 -
Por tanto:
1 e?—1
lim <Bé(9)>=_(e+cos(92))=_ G e ol jaoq
0-65 \ 1(0) sen(6;) Vez—1 Jez-1 +Ve?-1

e e

Ocurre pues, que aunque cuando 6 tiende a 6, por la derecha, la traza de la
curva S se aleja a oo, lo hace de manera que las pendientes de sus tangentes se acercan al
numero real m = Ve? — 1, i.e., parece que la curva se aleja seglin le marca una recta de

pendiente m = Ve? — 1

Si nos fijamos ahora en la recta tangente a la curva § en un punto arbitrario 8 (), esta recta
tendra por ecuaciones paramétricas:
x =p1(0) +1p1(6)
. AER
{y = B2(0) + 2 B2(6)

En forma continua:
x = F1(6) _y = ()
B1(0) B2(6)

Esta recta tendra por ordenada en el origen, la ordenada del punto de interseccion de las rectas:
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x— p1(6) _ y — B2(0)
B1(6) B2(6)

x=0
ie.,
0RO y—B0) _ BO B
BL(0) = B5(0) = 31(9)31(6)—}’ B2(0) =y = p,(6) /31(9)/31,(6)
sera:

p(e + cos(0))
p sen(8) pcos(®) (1+e cos(@))2 3

“1+4ecos(0) 1+ecos(d) —psen(d)
(1 +e COS(B))Z
_ psen(6) p cos(8) p(e+cos(d))
" 1+ecos(@) 1+ecos(d) —psen(d)
P sen(6) D Cos(B)(e + Cos(Q)) _
B (1 +e COS(Q)) * (1 +e 005(6)) sen(6) B
3 p sen?(6) p e cos(6) +p cos?(0)
"~ (1+ecos(8))sen(8) (1+ecos(d))sen(d)
_ psen®(6) +pecos(6) +pcos*(6) p(sen®(8) + cos*(6) + e cos(6))
B (1 + e cos(8)) sen(6) a (1+ e cos(8)) sen(6) B
_ p(l+ecos®)  p
~ (1+ecos(6)) sen(8) sen(6)
i.e: la recta tangente a la curva 8 en el punto $(0) tiene por ordenada en el origen, el nimero

real: p/sen(a)

Si estudiamos que ocurre para cuando 6
tiende a 6, por la derecha, tendremos:

lim( P >= P =
0-63 \sen(6) sen(6,)

_ p _ _Tpe
—Ve?—-1 +e?-1
e

De esta manera tenemos que las ordenadas
en el origen de las rectas tangentes a la
curva B en el punto 8(8) cuando 6 tiende

a 0, por la derecha se aproximan al nimero
be
VeZ-1

real n = — i.e: las pendientes de
estas rectas se acercan al numero real

m =+Ve? — 1 y las ordenadas en el origen se acercan al nimero real

pe
e?—1

n=-

Nos vamos a fijar entonces en la recta de ecuacion:
pe
rEy:( ez—l)x—

e2—1
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Tomemos 6 € (6,,2m).
Para la abcisa B4 (), nuestra recta tiene por ordenada:

y= (m)/ﬂ(@)—L: (m)—p cos(e)——pe =

Vez—1 (1+ecos(9)) ez —1
3 (VeZ—1) p cos(8) pe (e2—1)pcos(8) —pe(l+ecos())
~ (1+ecos(9) Vet -1 (1+ecos(®)(Vez —1) B
_e?pcos(0) —pcos(d) —pe—pe*cos(6) —p (e + cos(9))
B (1 +e cos(G))(m) B (1 +e Cos(ﬂ))(m)
i.e., V0 € (0,,2m), larecta r pasa por el punto:
P, <,81(9), 3 p(e + cos(9)) ) _ ( p cos(6) ’ —p(e + cos(Q)) )
(1+ecos(6))(Vez —1) (1+ecos(8) (1 +ecos(8))(VeZ—1)

Y la curva [ para esta misma abcisa, pasa por el punto:

b 6
Qo(B1(0),B2(0)) = < p cos() p sen(0) )

1+ecos(8)’1+ecos(B)

Y nos preguntamos: ;como de cerca estaran ambos puntos Pg y Qg cuando 0 tiende a 8, por la
derecha?

P /\ : Estudiamos para ello:
Q, )
- : lim d(Pg,
Hirg; (Pg, Qe)

i.e., estudiamos:

i p cos(8) pcos(@) \ p sen(6) —p(e + cos(9)) 2
elgl; <1 +ecos(0) 1+e cos(@)) + (1 +ecos(d) (1+e COS(Q))(W))
_ ( p sen(6) N p(e + cos(8)) )Z B
~omos \(\T+ecos(®)  (1+ecos(@)(Vez-1)) |

. | psen(6) N p(e + cos(9))
0-07 |1+ e cos(6) (1+ecos(®)(Vez —1)

Vamos a empezar estudiando:

lim < p sen(8) N p(e + cos(8)) )
005 \1+ecos(0)  (1+ecos())(Vez—1)
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Se trata en principio de una indeterminacion de tipo —co + (+00). Para resolverla, procedemos
como sigue:

i ( p sen(8) N p(e + cos(8)) )
0-05 \1+ecos(8) (1+e Cos(G))(m)
~ lim (p sen(8)(Vez —1) +p(e + COS(G)))
6-67 (1+e Cos(ﬁ))(m)

Ocurre ahora, que:
elirg; (p sen(6) (\/ez - 1) +p(e+ cos(@))) = (p sen(6,) (\/ez - 1) +p(e+ cos(@z)))

Por la ya conocida continuidad de las funciones seno y coseno y por algebra de limites.
Entonces:

Qligl; (P sen(6) (\/ e’ — 1) +p(e+ cos(@))) =
:p(—ive:—l) /—ez_Hp(e_%):_p G N GES

e e

Y también por las mismas razones:

((1 + e cos(9)) (\/ez - 1)) = (1+ecos(6,)) (\/ﬁ) =
- (1+e () (T = a0 () =0

Ocurre ademas que tanto la funcién que se encuentra en el numerador de nuestro limite, como
la que se encuentra en el denominador, son funciones derivables en (6,, 21)

Es:
Vv 6 € (6,,21),

:—0<\/62 -1(1+e 605(6))) = (w/ez — 1) (—esen()) = —eJeZ — 1 sen(0) % 0

Y si estudiamos:

lim,
9—)92*'

i % (p sen(6)Ve?z —1+p(e+ cos(@)))
im
6-67 dd_H ((1 + e cos(0))Ve? — 1)

Tenemos:
dd_G (p sen(@)Ve? — 1+ p(e + cos(H)))
lim =
6-67 dd_e((l + e cos(0))Ve? — 1)
~ lim pVe? — 1 cos(0) — p sen(H) _ pVe? — 1 cos(6,) — p sen(6,) _
0-067 —e sen(f)ve? —1 —eVe? —1sen(6,)
_ ez —
P () -p () T e
_ _ e e _
- —Ve?—1 e?—1 0
—evez—1 ===
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De todo lo anterior deducimos, que segun la regla de L Hdpital, ocurre:
i <p\/e2 —1sen(8) +p(e + COS(Q)))
m =
0-67 Vez —1(1+ e cos(9))

j_g(P sen(6)Ve? —1+p(e + cos(e)))
= lim+ 4
6-6; @((1 +e cos(@))\/e2 - 1)

ie.,
lim ( p sen(6) 3 —p(e +cos(9)) >=
605 \1+ecos(8) +eZ—1(1+ecos(d))
- lim (p\/ez——l sen(8) + p(e + cos(G))) o
6-6; VeZ —1(1+ecos(9))
Seglin una propiedad de los limites, tenemos ahora, que:
p sen(0) —p(e + cos(8)) 3
91’%12' l1+ecos(8) +e?—1 (1+ e cos(8)) -

lim ( psen(d) —p(e + cos(9)) >| “o
605 \1+ecos(8) +eZ—1(1+ecos(8)) B

Y en consecuencia, sera:
p sen(0) —p(e + cos(6)) 3
1+ecos(0) +VeZ—1(1+ecos(9))

lim d(Py, = lim
oirs, (P, Qg) ol

Esto confirma que efectivamente la recta de ecuacion:
pe
rEy:(\/eZ—l) x—
e -1
Es una asintota oblicua para nuestra curva 8, cuando 6 tiende a 6, por la derecha.

Hagamos ya un esbozo, con todo lo conocido de la traza de la curva 8

212



Capitulo 4. Estudio y representacion de algunas curvas clasicas

Antes de hacer una representacion conjunta de las trazas de las curvas ¢ y f ,i.e.,dela
trayectoria de la particula en este caso, vamos a hacer una observacion mas.

Vamos a considerar los puntos:
F(0,0) F'( 2pe o)
’ y ez _ 1 ’
Ocurre entonces, que si tomamos: 6 € (0,6;) U (8,,2m) arbitrario, y

. ) p P
consideramos: P <1+e 050 cos(6), Tre i@ sen(H))

Se tiene:

|d(P,F) —d(P,F)| =
_ p cos(6) p sen(6)
= |4 <<1 +ecos(@)'1+e cos(B)) ’ (0'0))
p cos(6) p sen(6) 2pe
—d ((1 +ecos(@)'1+e COS(G))' (ez -1’ 0))
B p cos(6) 2 p sen(6) 2
h (1 +e cos(G)) + <1 +e cos(G))
p cos(6) 2pe 2 p sen(0) 2 B
B (1 +ecos(d) e?— 1> + (1 +e COS(9)> a

)2 (cosZ(B) + senZ(G))

_ ( p
h 1+ e cos(6)

p cos(0) 2 4ep? cos(0) N 4e2p? N p sen(8) >2 B
(1 +e cos(@) (1 +ecos(0))(e?—1) (e*—1)? (1 +ecos(@)) |

_ p 2 p 2 4ep? cos(0) de?p? |
B (1 +e cos(@)) B (1 +e cos(G)) B (1 +ecos())(e?—1) + (e2 —1)?|

_r
1+ e cos(0)

p?(e? — 1) — 4ep? cos(@)(l +e cos(@))(e2 -1+ 4€2p2(1 +e cos(lfl))2 B
(1 +e cos(@))z(e2 —1)2
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Coordenadas polares en el plano. Representacion de curvas en ecuaciones paramétricas

N
1+ e cos(6)

_[pPlet—2e2+ 1) - 4ep?cos(0)(e? — 1+ e3cos(6) — e cos(8)) + 4e2p?(1 + 2e cos(0) + e2cos?(0))
(1+e cos(@))z(e2 —1)2

_ P pZe* + 2pZe? + p* + 4e3p?cos(8) + 4ep®cos(0) + 4e*p?cos?(0)|
1+ e cos(8) (1+e cos(G))z(eZ —1)2
3 p p2(e* + 2e2 + 1 + 4e3cos(6) + 4e cos(6) + 4e2cos?(6))|
1+ e cos(8) (1+e cos(e))z(ez —1)2
_ p p2(e? +2ecos(6) + D?|
1+ e cos(8) (1+e cos(@))z(ez —1)2
_ P |p(e® +2ecos(6) + 1) || | p ple? + 2e cos(6) + 1] |
T |[1+ecos(®) [(1+ecos(®))(e?-D|| [1+ecos(®) (1+ecos(®))(e?~ 1)

Vemos de esta manera, como ocurre: V 6 € (0,6;) U (6, 2m),

p cos(6) p sen(6) p cos(6) p sen(6) 2pe _

d ((1 +ecos(@)' 1+e 605(6))' (0'0)> —d ((1 +ecos(8)'1+e cos(@)) ! ((32 -1’ O))‘ -
_ p _ 14

|1 +ecos(@) (1+ecos(8))(e?—1)

le? + 2e cos(8) + 1|

Pero observemos, de otro lado, que también sabemos, que:
v o0 € (0,0,) U (0, 2m), 1+ecos(0)>0 =
=>V0e(0,6;)u(6,,2n), ecos(0) > -1 >
= V0 € (006, V(0,2m), 2ecos(0) > -2 =
= VO e (0,0, U(0,2m), 2ecos(0)+1>-1 >

=V e,0;)V(6,,2m), e?+2ecos()+1>e?2-1>0

Tendremos por tanto:

v 6 € (0,6,) U (6, 2m),

p cos(6) p sen(6) p cos(0) p sen(6) 2pe _
|d ((1 +ecos(@)'1+e cos(G))' (0'0)> —d ((1 +ecos(@)'1+e cas(9)> ’ (ez -1’ 0))

14 14 2
= - e+ 2ecos(0)+ 1| =
1+ ecos(6) (1 +e cos(@))(e2 -1 ! ®) |
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Capitulo 4. Estudio y representacion de algunas curvas clasicas

N p B p(e® +2ecos(0) +1)| [p(e® — 1) — p(e? + 2e cos(H) + 1|
" [1+ecos(0) (1+ecos())(e?—1) B (1+ecos(@))(e2—-1) |
_ |pe® —p —pe? — 2pe cos(6) - ‘ —2p — 2pe cos(0)
| (1+ecos(®)(e?—1) (1 +e cos(@))(e — 1)
N —2p(1+ e cos(9)) | 2p
|(1+ecos(9))(e —1)| e?—-1

En definitiva, lo que ocurre es que:
vVoe (O, 91) U (92, 2”),

2p
e?—1

p cos(0) p sen(0) p cos(6) p sen(6) 2pe
d <<1 +ecos(@)' 1+e cos(G))'(0'0)> —d <<1 +ecos(@)'1+e Cos(9)>' (ez — 1'0)> N

i.e, ocurre que todos los puntos de traz(a) U traz(ﬂ) se encuentran sobre la hipérbola de

focos F(0,0) y F' (ezf_el,o) y cte k=

En este ultimo caso, por tanto, una de las particulas se mueve en torno a la otra (que esta situada
en el origen (0,0)), describiendo una hipérbola de focos F(0,0) (la posicion de la primera

particula) y F' (ezzp_e1 , 0)

En todos los casos, como vemos, una de las particulas se mueve en torno a la otra
describiendo una 6rbita que se corresponde con una conica, de manera que la particula donde
situamos el origen del sistema de referencia se encuentra en un foco de dicha cénica.

ezl

Toda la informacion que tenemos ya sobre las trazas de @ y f3, y el hecho de saber que todos
sus puntos se encuentran sobre una hipérbola, nos permiten hacer una representacion conjunta
de ambas trazas:
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