Introduccion

INTRODUCCION

No todos los subconjuntos del plano “que pueden ser representados a través de
una linea” son grafo de alguna funcién real de variable real, asi como tampoco, la
forma usual de describir el plano como el producto cartesiano R*=R x R es la tinica
posible.

Vamos a dedicar unas paginas, a estudiar como el potencial de la herramienta del
calculo diferencial no se limita al modelo cartesiano usual del plano ni a la forma de
describir estos subconjuntos “formados por lineas” dentro de é1.

Empezaremos nuestro estudio presentando de modo somero, una de entre las di-
ferentes alternativas de descripcion del plano, la mas utilizada después del modelo
cartesiano: las coordenadas polares del plano, y una de entre las diferentes alternativas
para describir estos subconjuntos de lineas planas: las ecuaciones paramétricas.

Hablaremos también de lineas planas en sus coordenadas polares, aunque vere-
mos que realmente las podemos interpretar como curvas en ecuaciones paramétricas.

Descubriremos a lo largo del texto, como la descripcion de estas lineas como
curvas regulares planas engloba a todas las demas descripciones. A partir de aqui, estu-
diaremos si los conceptos y el estudio clasico para representar los grafos de funciones
reales de variable real pueden ser generalizados para todas las curvas regulares planas.
Clésicamente el estudio de la representacion de estas curvas regulares planas no se
hace desde esta perspectiva, sino que lleva su propia metodologia.

Terminaremos aplicando todo lo aprendido para representar algunas curvas cla-

sicas. Algunas de ellas tratadas desde la antigiiedad y algunas otras mas recientes,
asociadas a algin problema fisico también conocido.
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Capitulo 1. Coordenadas polares en el plano

1. Coordenadas polares en el plano

Aunque mas adelante intentaremos dar una interpretacion geométrica, vamos a iniciar nuestro
estudio enunciando el siguiente resultado:

Teorema 1.1 La correspondencia definida de la siguiente manera:
Y: (0, +0) X [0,21) —» R? — {(0,0)}
(0,8) = Y(p,6) = (p cosb, p sent)
es una aplicacion biyectiva.

Demostracion:
pcosd ER

Observemos en principio que si: (p,0) € (0, +) X [0, 27) = {p senf €ER =

= Y(p,0) = (p cos, p send) € R2.

Pero ademas, si ocurriera que: Y (p,08) = (p cosO, p sen8) = (0,0) =

3
pcosd =0 cosfd =0 0 E{E,_’T} 31
= y = y = }2] 2 :>9€{E,7}n{0,7r}=(2)
psend =0 senf =0 0 € {0,m}

Algo que evidentemente es imposible.

Por tanto Y(p,8) € R%, P(p,0) # (0,0),i.e., Y(p,0) € R?> — {(0,0)}

También:

Si (1,0),(0, 00 €O+ x 0,20, (n0)= (00 = {0 =P >

= (p cosh, p send) = (p'cosd’,p'send’) =
=>Y(p,0) =yY(p’,0")

Luego 1 es una aplicacion que queda bien definida.

R {p cosd = p'cost’
p senf = p'send’

Tomemos ahora: (p, ), (p’,8") € (0,+) X [0,21) y supongamos que:
Y(p,0) =Y(p’,0"). Entonces tendremos:
Y(p,0) = (p cosh, p senB) = (p'cosh’, p’'send") =Y (p’,0") =
p cos® = p'cos6’
p senf = p’sen@'} =
De un lado:
p?cos?0 = (p")?cos?6’
p2sen?8 = (p')? sen?d’
p%(cos?6 + sen?0) = (p")?(cos?0’ + sen?0’) = p? = (p')? =
= |p|l=|p'| = p=p' porser ambos positivos
Y conocido este hecho, de otro lado:
p cost = P'COSG'} _, cosf = cosf'
p senf = p'send’ senf = senf’

} = p? cos?0 + p? sen?8 = (p')%cos?0’ + (p')%sen?d’ =

} = cos0'senf = cosO send’' =

= senf cosf' —cosf@sen8' =0=> 0<6 <21 0<6<2m

sen(0—60)=0) sen(@6—-0)=0
= =
0<6'<2m —2m<—-60'<0
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Coordenadas polares en el plano. Representacion de curvas en ecuaciones paramétricas

N _ 60—-0"=-m 6 0=0+m
_;eni&e—_ee)lzg }: . 6—6’=0}$ 6 0 =0 }
i T 0-0=n) 660 =0-n
Tenemos asi:
si (p,0),(p',0") € (0,+) X [0,2m) y ¥(p,0) = (p’,0")
N { p =p' yademas ocurre:

DO =0+m ()0 =6, of(i)o =0-n

(i) si ocurriera: (p,0),(p’,8") € (0,+x) x [0,2m), Y(p,0) =y (p',0"),
p=p'y0 =0+m

Entonces:
Y(p,0) =Y (p',0") = (p cosh, p send) = (p cos(0 + m), p sen(6 + n')) =
p cos® = p cos(8 + m) c0s8 = cosO cosmt — senf sent __ cosO = —cos@
psenf =psen(6+m)  senb = sen6 cosw + cosd sent ~ senf = —senf

2cos6 =0 cosf =0
2senf =0 senf =0

=>Y(p,0) = (0,0) (=)

(i) siocurriera: (p,0),(p',8") € (0,4+) x [0,21), Y(p,0) =Y(p',6"),
p=p'y8 =0-m

Entonces:
Y(p,0) =Y (p',0") = (p cosh, p send) = (p cos(6 —m), p sen(6 — n')) =>
p cosd = pcos(6 —m) _ cosO = cosB cosw + send senwt __ cos@ = —cosh
psenf =psen(f —m) senB = senf cosm — cosf sent  senf = —senf

2cos6 =0 cosf =0 _
25enf =0 senf =0 ¥(p,6) = (0,0) (=)

De todo lo anterior deducimos que solo puede darse la opcion (iii), i.e., ocurre:

!

p=p
si (p,0),(p',0") € (0,+0) x[0,2m) y Y(p,0) =9p(p',.0)=1 vy = (p,6)=(p",0")

0=0
Y en consecuencia la aplicacion ¥ es una aplicacion inyectiva.

Tomemos ahora (x,y) € R? — {(0,0)} arbitrario. Tenemos para tal (x,y) las siguientes
opciones:
1. (x,y) esta en el semieje de abceisas positivo, i.e., x >0, y =0
(x,y) esta en el primer cuadrante, i.e., x >0, y >0
(x,v) esta en el semieje de ordenadas positivo, i.e., x =0, y >0
(x,y) esta en el segundo cuadrante, i.e., x <0, y >0
(x,y) esta en el semieje de abcisas negativo, i.e., x <0, y =0
(x,y) esta en el tercer cuadrante, i.e., x <0, y <0
(x,y) esta en el semieje de ordenadas negativo, i.e., x =0, y <0
(x,y) esta en el cuarto cuadrante, i.e., x >0, y <0

X NN R WD

Bien, pues veamos que ocurre en cada una de las situaciones:
1. Si(x,y) esta en el semieje de abcisas positivo, i.e., si x > 0, y = 0, y consideramos el

par: (p,6) con: {’g z)(;, tenemos lo siguiente:

(p,0) € (0,+) x [0,2m) y ademas:

Y(p,0) =Y(x,0) = (x cos0,x sen0) = (x,0)
Luego si (x,y) € R —{(0,0)},, x >0,y =0 =3 (p,0) € (0, +) x [0,27),
que cumple:  Y(p,0) = (x,y)
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Capitulo 1. Coordenadas polares en el plano

2. Si (x,y) € R?—{(0,0)}, x >0, ¥y > 0, ocurre lo siguiente:

{x>0 Jx2+y2>0 VxZ+y2>0
= y d T y
y>0 Z>0 Jroe(0,= tgd ==
x ('2)" 9 x

Bien, pues consideramos entonces el par:

p=x2+y2>0
(p. ), con: 0 e ( ) tal que: tgf = X
Tendremos para él: (p, 8) € (0,+) X [0,21) y ademas:

Y(p,0) = (p cosh, p send) = (\/x2 +y2 cos0,/x? + y? senB)

Pero como:
y
tgd ==
9 X
Tendremos de un lado:

xtgh =y = xztg26=y2=>p=\/x2+y2=\/x2+x2t926=

x X
=./x2(1+tg?0) = — = | =
(1+1tg%6) = Ix] Il cosb cosQ =P cosb

Y de otro lado:

x=L=>x S>p=x2+y2=

tgo thB tg29
y
’ 1+tg%0) = | | | |
( 9°0) = tg6l.|cos? tg6 cosf tg@ cosf sen@
- sen@
Por lo que ocurre:

Y(p,0) = (p cosb sen0)=( ad cos6 Y sen6)=(x )

P p 4 cosf "sen g4

ie.,
si x>0, y>0 =3(p,0) € (0,+x) X [0,2m) que cumple: Y(p,0) = (x,v)
3. Siahora: (x,y) € R? —{(0,0)}, x =0, y > 0 y consideramos el par:
s
(0.6) = (7.3)

Tendremos: (p,0) = (y, g) € (0, +) x [0,27) y ademas:

Vs T /s
W0 =y (v.3) = (y cos (3).v sen (3 )) =09 =@y)

Luego:
si x =0, y>0 =3(p,0) € (0,+) X [0,2m) que cumple: Y(p,8) = (x,y)

4. Si (x,y) € R?—{(0,0)},, x <0, y > 0, ocurre lo siguiente:

VX2 +y2>0 VX2 +y2>0
y = n _y
;<0 H!QE(—E,O),, tga'—;
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Si consideramos entonces el par (p,8) con:

{p=w/xz+y2 >0
O=a+m
Tendremos:

p=+x%2+y%2>0
T T T
—E<a<0$n—z<a+n<n$5<9<n

tgh = tg(a +n) = tga =};]
i.e., tenemos que: (p,0) € (0, +o0) X [0,27) y ademas:
siendo: x <0, y>0, 6 € (gn) tenemos:
De un lado.

tg6=¥=>y=xtg9:y2=x2tg29:

=p=x2+y2=/x2 +x2tg?0 = [x2(1 + tg?h) = |x|

cosb
= )( )= ==
- cos®) ~ cosf p= cos6
Y de otro:
x =L=>x2 =>p=4x%+ +y2=
tgo thH thH
- 50 = [;oel[sal = a1 o -
tgOllcosl |tgh| Icosal IsenHI |cos€|
|cosO|
|senf| sen6 senf
Luego:
Y(p,0) = (p cosh, p senb) = (L cos6 4 sen@) = (x,y)
. P P P cosO " sen "y
ie.,

si x <0, y>0 =3(p,0) € (0,+) x [0,2r) que cumple: Y(p,H) = (x,y)

5. Si (x,y) € R? —{(0,0)}, x <0, y = 0, basta considerar ahora el par:

(prg) = (—X,T[)
para que ocurra:  (p,0) € (0,+) X [0,27) y ademas:

Y(p,0) = P(—x,m) = (—x cos(m), —x sen(n)) = (—x - (=1),—x - 0) = (x,0) = (x,y)
Luego también:
si x <0, y=0 =3 (p,0) € (0,+x) x [0,21), que cumple: Y(p,8) = (x,y)

6. Si (x,y) € R?—{(0,0)}, x <0, y <0, ocurre lo siguiente:

VX2 +y%2>0 VX2 +y%2>0
y = T y
;>0 3!&6(0,5),, tg(X:;

Consideramos en este caso el par:

(p,0) = (w/xz +y2a+ n)

Y tendremos entonces:
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Capitulo 1. Coordenadas polares en el plano

p=+x*2+y2>0
0< <T[=> <a+ <371': <0<
a<gsn<atn< I >
tg0=tg(a+n)=tga=¥

ie, (p,0) € (0, +00) x [0,2m)
Ademas, siendo x <0, y<0, 8 € (n, 3771) ocurre lo siguiente:

De un lado:
tg@:% s>y=xtgh = y*=x’tg?0 =
=p=x2+y2 =/x2 +x2tg20 = \[x2(1 + tg26) = |x| =
|cosO|
(%) 1 X X
- (—cos8) ~ cos6 p= cosf
Y de otro lado:
2

y y y

t 0 = — = — 2 =

g x=>x tg9=>x thH:'
S>p=4x24+y?= y2+ 2= Y 1+t 29)=|L L
p 4 tg?6 Y tg?o g tgf||coso|
B S G B S G D NN AN
[tg6||cos6| |senb||cos@| (—senf) send P = Send
|cosO|
Por tanto: (p, 8) € (0,+) X [0,27) y ademas:
Y(p,8) = (p cosh, p send) = (cose cos#, p sen@) (x,v)
ie.,
si x <0, y<0=3(p,0) € (0,+) x [0,2m), que cumple: Y (p,8) = (x,y)
7. Si (x,¥) € R2—{(0,0)}, x =0, y <0 y consideramos el par:
3
0) =(-y,—

(p,6) ( e )

Tendremos:
3T
(0,0) = <—y, 7) € (0, +00) X [0,2)

Y ademas:

Y(p,0) =1 (‘}’;37”) = (—y cos( >

Luego:
si x=0, y<0=3(p,0) € (0,+) x[0,21), que cumple: PY(p,0) = (x,y)

8. Por ultimo, si (x,y) € R? — {(0,0)}, x > 0, ¥ < 0, ocurre lo siguiente:
VX2 +y2>0 VX2 +y2>0
y = T Yy
;<0 E”CZE(—E,O),, tga—;

Bien, pues vamos a considerar entonces el par:
(p,6) = (\/m,a + 27‘[)
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Tenemos entonces:
p=+x2+y2>0

T 3
—E<a<0:7<a+2n=6<2n

tgh =tg(a + 2m) = tga = %
ie.,
(p,0) = (\/xz +y2,a+ 271') € (0, +) x [0,27)

Y ademas, de un lado:

2
senf 5 g Sen 6

S>yéi=x

tg9=£=>y=xtg6 S>y=x

— >
cosf cos?0

sen?0 x2c0s2%60 + x%sen?0 x2
= =1[ 2 = 2 2 = = =
P Aty \/x tx cos2%0 \/ cos20 \}cosze
_ | x o Ixlx
" lcos8! T |cosB| T coso
ie.,
X
p= cos6
Y de otro lado:
y y y cosf cos?0
tgh == = = = 2 —y2
o=y =X tgl X = Tsend =Y Sene
cos?0 y? cos?6 + y? sen?0 y?
=,/ 2 + 2 = 2 + 2 = = =
P Ty V" senzg Y \] sen?0 sen?0
A D L e SR
Isend! ~ |senf| ~ —senf ~ sen6
ie.,
__Y
p senf

Por lo que tenemos que:

x
Y(p,0) = (p cosh,p senf) = (cose Cosg'sen(-)

senH) =(xy)

Luego:
si x>0, y<0 =3(p,0) € (0,+x) x [0,27), que cumple: Y(p,0) = (x,y)

Vemos, con todo lo anterior que esté donde esté (x,y) € R? — {(0,0)}, siempre logramos
encontrar: (p,0) € (0,4+) X [0,27) que cumple que:
Y(p,6) = (x,y)
Y por tanto la funcién 1 también es sobreyectiva.
Este hecho unido a todos los anteriores, permiten concluir que la aplicaciéon i es una
aplicacion biyectiva. Asi queda probado el resultado.
c.s.q.d.

Este resultado garantiza que tenga sentido la siguiente definicion:

Definicién 1.2 Dado (x,y) € R? —{(0,0)}, llamamos coordenadas polares del punto (x,y)
al Ginico par (p, 8) € (0, +o0) X [0,27) tal que:
Y(p,0) = (x,y)

En otras palabras, llamamos coordenadas polares de (x, y), al par:

(p.0) =y~ (x,y)
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Capitulo 1. Coordenadas polares en el plano

En esta situacion, i.e., si (p,#) son las coordenadas polares del punto (x,y) € R? — {(0,0)},
entonces:

p > 0 recibe el nombre de “radio polar” del punto (x, y) 6 “distancia radial”

0 € [0,2m) recibe el nombre de “argumento” del punto (x, y) 6 “angulo polar”

La forma de determinar las coordenadas polares de un punto
(x,y) € R? — {(0,0)} ha quedado descrita al estudiar la sobreyectividad de la aplicacién

Geométricamente, si por ejemplo (x,y) € R? — {(0,0)}, x > 0, ¥ > 0, i.e., si estd situado en
el primer cuadrante, hemos determinado en el teorema, como su antecedente (p, 8) venia dado
por:
p=+x?+y?
i3 . Yy
6 e (O'E) es el Gnico angulo que cumple: tgh = o

i.e., p es la distancia del punto (x,y) al origen de

xy) coordenadas (0,0)

1 Y 6 es el angulo que forma el vector de coordenadas
(x,y) con el semieje de abcisas positivo, pues este es el
unico angulo del primer cuadrante cuya tangente

L 8 es:

*
DIR[DIR
R

Las coordenadas polares (p,8) de un punto (x,y) € RZ — {(0,0)} que esté en el primer

cuadrante, vienen dadas pues, por:

Distancia del punto (x,y) al origen de coordenadas (radio polar p)

Angulo que forma el vector de coordenadas (x, y) con el semieje de abcisas positivo
(argumento 6)

No es dificil comprobar, como para los puntos (x,y) € R? — {(0,0)} situados en los demas
cuadrantes del plano 6 sobre los semiejes, seguimos teniendo la misma interpretacion.
Hemos visto la de un punto que corresponde al caso 2 de los estudiados en el teorema.
Intentemos hacerlo para todos los demas casos:

1. Si (x,y) € R? = {(0,0)}, x >0, y = 0. Veiamos en el resultado como su antecedente
venia dado por el par: (p, 8) = (x,0)

Y desde luego:
p = x marca la distancia de (x,y) a (0,0)
0 = 0 es el angulo que forma (x, y) con el semieje de abcisas

positivo.

. vl

3. Si(x,y) € RZ—{(0,0)}, x =0, y > 0, su antecedente viene dado por:
T
(P, 9) = (y' E)
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Loy Y sin duda:

p =y es ladistancia de (0,y) a (0,0)

0= ”/2 es el angulo que forma (0, y) con el semieje de
abcisas positivo

niz

4.5i (x,y) € RZ —{(0,0)}, x <0, y > 0, su antecedente viene dado por el par:

(p,0) = (\/xz +v2a+ 7T)

Siendo « el unico angulo entre —”/2 y 0 que cumple:

a2
9 X —X

Tal angulo a es, como se muestra en la figura, el
angulo que forma el vector de coordenadas (—x, —y)
con el semieje de abceisas positivo (medido en sentido

J - negativo, i.e., en el sentido contrario a las agujas del
L ol b reloj).
{5 Si tomamos el simétrico del punto (—x, —y) respecto
2 del origen de coordenadas, obtenemos el punto (x, y),
y l X, y) y si notamos por 8 al angulo que forma el vector de

coordenadas (x,y) con el semieje de abcisas positivo,
la relacion que se establece entre @ y 8 es, como se aprecia en la figura: 8 — a = m. Por
tanto, 0, el angulo que forma el vector de coordenadas (x, y) con el semieje de abcisas positivo
tendrd amplitud: 6 = a + . Nuevamente ocurre, como vemos, que:
p = /%% + y? es la distancia del punto (x, y) al origen.
0 = a + m es el angulo que forma el vector (x, y) con el semieje de abcisas positivo.

5.5i (x,y) € R? —{(0,0)}, x <0, y =0, el antecedente de (x, y) viene dado por el par:

(p,6) = (—x,m).
Y sin duda:
p = —x es ladistancia de (x,y) a (0,0)
6 = 1 es el angulo que forma el vector (x,y) con el
- 9 semieje de abcisas positivo.

6.5i (x,y) € R?—{(0,0)}, x <0, y <0, suantecedente viene dado por:

(p,0) = (w/xz + vy a+ 7T)
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Capitulo 1. Coordenadas polares en el plano

Siendo a € (O, ”/2) el tnico angulo que cumple:

y_—y
t = —=—
gl)="=—"
(. =)
p Tal angulo @ € (0, ”/2) no es otro que el angulo
P que forma el vector de coordenadas (—x, —y) con

el semieje de abcisas positivo. Siendo ademas el
punto (x, y) el punto simétrico de (—x, —y)
respecto del origen, ocurre que @ es el angulo que
forma el semieje de abcisas negativo con el vector
de coordenadas (x, y).

Por tanto 6 = a + 7 vuelve a ser el angulo que forma el vector (x, y) con el semieje de abcisas
positivo.

Y p =/x? + y? sigue siendo, sin duda, la distancia del punto (x, y) al origen de coordenadas
(0,0)

« (X ¥)

7.5i (x,¥) € R> —={(0,0)}, x =0, y < 0, su antecedente era:

(p.0) = (—y, 3;)

Y no cabe duda de que:
p =—y >0 es ladistancia del punto (x, y) al origen de
coordenadas.

| 0= 37T/ o es el angulo que forma el vector de
coordenadas (x,y) con el semieje de abcisas positivo.

o (0, %)

8.5i (x,y) € R? —{(0,0)}, x > 0, y < 0, su antecedente venia dado por:

(p,0) = (w/xz +v2,a+ 2n)

Siendo «a el Gnico angulo entre — "/2 y 0 que cumple que:

y
tg(a) = o
Este angulo segtin la grafica no es otro que el angulo
que forma el semieje de abcisas positivo con el
vector de coordenadas (x, y) medido en sentido
negativo, i.e., en el sentido de las agujas del reloj.
— 0 = a + 27 no sera otro angulo entonces, que el que
‘ forma el vector (x,y) con el semieje de abcisas
™ (X, y) positivo tomado en sentido positivo (i.e: en sentido
contrario a las agujas del reloj)

Y p =+/x?% + y? sigue siendo la distancia del punto
(x,y) al origen de coordenadas.

Sea cual sea pues, la posicién de (x,y) € R? — {(0,0)} en el plano, sus coordenadas polares
(p,8) = Y~1(x,y) pueden ser interpretadas como:
p = distancia de (x,y) al origen (0,0)
6 = angulo que forma el vector (x,y) con el semieje de abcisas positivo
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Podemos concluir de todo lo anterior:
e Paracada punto (x,y) del plano distinto del origen, podemos encontrar unas unicas
coordenadas polares (p, 8) € (0,+) X [0,2) que lo describen.
e Y reciprocamente, dado (p, 8) € (0,+) % [0,27), existe un Gnico punto (x,y) del
plano, distinto del origen, cuyas coordenadas polares son exactamente (p, 6)

Definicién 1.3:  Sea:
f:Ac[0,2nr) SR - (0,+)
6 - f(6)
una funcion definida en A € [0,27). Llamamos grafo 6 grafica de f en coordenadas
polares, y lo notamos: grafy,,(f) al conjunto:

grafpe(f) ={(f(6),0), 6€Ac][02m)}

Observaciones:
1. No cabe duda, a la vista de la definicion, de que la grafica de cualquier funcion f en
coordenadas polares, es un subconjunto de
(0, +) x [0,27)
ie.,
grafpol(f) € (0,+00) x [0,2m)

2. Siendo para cada funcion f en estas condiciones, su grafica en coordenadas polares un
subconjunto de (0, +0) X [0,27), i.e., ocurriendo:
grafpo(f) € (0,+00) x [0,2m)
serd: P (grafpol(f)) un subconjunto de 1/)((0, +00) X [O,Zn))
Luego la grafica de una funcion f en coordenadas polares tiene una representacion en
coordenadas rectangulares en R? — {(0,0)}. Tal representacion no sera otra que:

Y (grafpa()) = w{(f(6),0), 6€AC[02m)}) =

={Y(f(6),0), 6e€Ac[02n)}=
={(f(0) cosO, f(0) send), 6 €Ac[0,2n)}
Vamos a ver ahora, a modo de ejemplo algunas graficas clasicas de funciones en coordenadas
polares.

Ejemplos:

1. Si reR, r>0.Lafuncion:
f:10,2m) - (0,+c0)
0-fO)=r
Tiene por grafica en coordenadas polares, al conjunto:
grafpa(f) ={(f(0),0), 0€[02m)}={(r0), 6€[02m)}
Cuya representacion en coordenadas cartesianas, en R? — {(0,0)} sera:
¥ (grafoa(h) =G, 0), 6 €[02m)) =
={yY(r,0), 6 € [0,2m)} = {(r cosB,r senh), 0 € [0,2m)}

Este conjunto representa en R? — {(0,0)} a la circunferencia centrada en el origen de
coordenadas y de radio > 0.
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(reos{—), rsen(—))
9 92

{reos(IT), rsen(IT))

El poder tomar esta circunferencia como grafo de una funcion, aunque sea un grafo en
coordenadas polares, ya supone (al menos para este caso concreto) una ventaja frente a los
grafos en coordenadas cartesianas. No podemos encontrar en coordenadas cartesianas una
funcién cuyo grafo sea esta circunferencia. Y no podemos hacerlo por razones evidentes
mirando la propia grafica.

Si encontraramos una funcion real de variable real g cuya grafica fuera nuestra circunferencia
C ((0,0), r) tendriamos lo siguiente:

{ ©nec(©or) _ { (0,7) € graf(g)
0,-1) € ¢((0,0),7) (0,—7) € graf(g)

De un lado: 0 € Dom(g), y de otro: g(0) =r y g(0) = —r. Hecho que contradice el que g
sea una funcion.

Por tanto no podemos encontrar una funcion real de variable real en coordenadas cartesianas
cuyo grafo sea la circunferencia C ((0,0), r).

2. La funcion definida en la forma:
f:(0,2m) < [0,2m) — (0, +0)
6-f(OB)=0
Tiene como grafo en coordenadas polares:
grafpa(f) ={(f(6),6), 6€(02m)}={(6,0), 6 € (02m)}
Cuya representacion en coordenadas cartesianas sera:
{(0 cosb, 0 senb), 0 € (0,2m)} € R? — {(0,0)}

Este grafo en coordenadas polares, recibe el nombre de “espiral de Arquimedes” y describe a
todos los puntos de (—27, 2m) X (—2m, 27) cuya distancia al origen coincide con el angulo que
forma su radio vector con el semieje de abcisas positivo.
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3. La funcién definida en la forma:
f-[oz)u(3—n 5—n)u(7—n 2 )—»(0 +00)
) ) S ’
0 — f(8) = V2 a+/cos(20)

con a € R, a > 0. Esuna funcién que queda bien definida, pues:

T T s

si 6 € [O,Z):»0SQ<Z:>0329<E:>cos(29)>0:>f(9)>0

3 57t> 3n 5t

<6< 37 <
2 2)° 22 2

cos(26)>0=f(6)>0
7 71 7
Si GE(T,2n>:T<9<2n:¢7<29<4n =
= cos(20) >0 = f(6)>0

Y que tiene ademas por grafo en coordenadas polares al conjunto:

grefuaN={G@.0,  ecfol)u(T ) u (5 2n)]

siHE(

Las coordenadas cartesianas de este conjunto de puntos en coordenadas polares forman el
subconjunto de R? — {(0,0)} siguiente:
T 3m 5w 7
{(\/ﬁ a+/cos(20) cos8,V2 a/cos(260) sene), 6 € [O'Z) U (TT) U (T Zn)}
La curva que describe, recibe el nombre de “Lemniscata de Bernoulli”, y presenta la siguiente
apariencia:
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-2

-3

4. La funcion definida en la forma:
f:10,2m) — {mr} < [0,2m) — (0, +o0)
0 - f(0) =a(1+ cosH)
siendo a € R, a > 0. Queda bien definida, tiene por grafo en coordenadas polares:
grafa(f) = {(f(6),6), 6 €[02n)—{n}}=
= {(a(l + cos6),0), 6 €[0,2m) — {n}}
Conjunto de coordenadas polares, que tiene como representacion en coordenadas cartesianas:
{(a(1 + cosB)cosh, a(1 + cosh) send), 6 € [0,2n) — {n}}
El subconjunto que origina en R? recibe el nombre de “cardioide”.
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